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Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

QUESTOES DE MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES
ITA 2001 A 2020 (ENUNCIADOS)

11 1 1
. : 1 2 3 o
1) (ITA 2001) Considere a matriz A = 14 9 160 A soma dos elementos da primeira coluna da
1 8 27 64
matriz inversa de A é:
a)l b) 2 c)3 d)4 e)5

2) (ITA 2001) Sejam A e B matrizes nxn, e B uma matriz simétrica. Dadas as afirmacoes:
I. AB+BA! é simétrica.

. (A+At +B) é simétrica.

I1l. ABA! é simétrica.

temos que:
a) apenas | é verdadeira b) apenas Il é verdadeira
c) apenas Il é verdadeira d) apenas I e Il sdo verdadeiras

e) todas as afirmacdes séo verdadeiras

3) (ITA 2001) Seja me R, m>0. Considere o sistema
2x—(log, m)y+5z=0
(logy m)x+y—-2z=0 .

x+y—(I092 mz)z =0
O produto dos valores de m para 0s quais o sistema admite solu¢do ndo-trivial é:
a)l b) 2 c)4 d) 8 e) 2log, 5

4) (ITA 2002) O seguinte trecho de artigo de um jornal local relata uma corrida beneficente de
bicicletas:

“Alguns segundos ap0s a largada, Ralf tomou a lideranga, seguido de perto por David e Rubinho, nesta
ordem. Dai em diante, eles ndo mais deixaram as primeiras trés posicdes e, em nenhum momento da
corrida, estiveram lado a lado mais do que dois competidores. A lideran¢a, no entanto, mudou de maos
nove vezes entre os trés, enquanto que em mais oito ocasides diferentes aqueles que corriam na
segunda e terceira posi¢des trocaram de lugar entre si. Ap6s o término da corrida, Rubinho reclamou
para nossos reporteres que David havia conduzido sua bicicleta de forma imprudente pouco antes da
bandeirada de chegada. Desse modo, logo atras de David, Rubinho ndo pdde ultrapassa-lo no final da
corrida.”

Com base no trecho acima, vocé conclui que

a) David ganhou a corrida.

b) Ralf ganhou a corrida.

¢) Rubinho chegou em terceiro lugar.

d) Ralf chegou em segundo lugar.

e) Nao é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho ndo apresenta uma descricéo
matematicamente correta.
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cos25° senb6b5’
sen120° cos390°

a)¥ b)¥ c)? d) 1 e) 0

5) (ITA 2002) Seja a matriz { } O valor de seu determinante é

6) (ITA 2002) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB=A e BA=B. Entdo
2

[(A+B)'] éiguala

a) (A+B)? b) 2(At.BY) ¢) 2(At+BY) d) Al + B! e) Al.B!

7) (ITA 2002) Seja A uma matriz real 2x2. Suponha que o e B sejam dois numeros distintos, e V
e W duas matrizes reais 2x1 ndo nulas, tais que AV=aV e AW =pBW. Se a,beR sdo tais que
aV + bW é igual a matriz nula 2x1, entdo a+b vale

1 1

a) 0 b) 1 ¢) -1 B 2 &) 5

8) (ITA 2002) 1. Mostre que se uma matriz quadrada ndo-nula A satisfaz a equacéo
A% 13AZ 1 2A =0 (1), entdo (A+1)° =A+1, em que | é amatriz identidade.

-1 1
2. Sendo dado que A= { 0 2} satisfaz a equacdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e

C tais que B*+C®*=B+C=A. Para essas matrizes vocé garante que o sistema de equacBes

0
(B—C)B} = [0} tem solugdo (x,y) = (0,0)? Justifique.

9) (ITA 2003) Sejam A e P matrizes nxn inversiveis e B=PAP. Das afirmacdes:
T 4 y )t -1\"
I. B' éinversivel e (B ) =(B ) )
Il. Se A é simétrica, entdo B também o é.
. det(A—Al)=det(B—Al), VAeR.
é (sdo) verdadeira(s):
a) todas b) apenas I. c) apenas |l e 1l. d) apenas I e I1I. e) apenas Il e I11.

10) (ITA 2003) O nimero de todos os valores de a[0,2x], distintos, para os quais o sistema nas
incdgnitas x, y e z é dado por
—4xX +y—6z=cos3a
X +2y—5z=sen2a
6x+3y—4z=-2cosa

é possivel e ndo-homogéneo, é igual a:
a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6
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11) (ITA 2003) Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais ndo-nulos. Exprima o valor do determinante da matriz

bed 1 a a°
acd 1 b b?
abd 1 ¢ c?
labc 1 d d*
na forma de um produto de nimeros reais.
12) (ITA 2004) Seja x € R e amatriz A = zi (X2 +1) : . Assinale a opc¢éo correta.
2 log, 5

a) VxeR, A possui inversa.
b) Apenas para x >0, A possui inversa.

c) S&o apenas dois os valores de x para 0s quais A possui inversa.
d) Nao existe valor de x para o qual A possui inversa.
e) Para x =1og, 5, A ndo possui inversa.

13) (ITA 2004) Considere as afirmacgdes dadas a seguir, em que A é uma matriz quadrada nxn, n>2:
I. O determinante de A é nulo se e somente se A possui uma linha ou coluna nula.
. Se A=(aj) étal que a;; =0 para i>j, comi,j=12,...,n, entdo detA=ay;-a -...-a..

I1l. Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por J2+1ea segunda por J2-1,,

mantendo-se inalteradas as demais colunas, entdo det B=det A.
Entdo, podemos afirmar que é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas 1. b) apenas III. c) apenas |l e 1l. d) apenas Il e lll.  e) todas.

14) (ITA 2004) Assinale a opcéo que representa o lugar geométrico dos pontos (x,y) do plano que

satisfazem a equacdo
2

X +y2 x y 1
det| 40 2 6 1l 508
4 2 01
34 5 31
a) uma elipse. b) uma parabola. ) uma circunferéncia.
d) uma hipérbole. €) uma reta.

15) (ITA 2004) Se A é uma matriz real, considere as definigdes:

I — Uma matriz quadrada A é ortogonal se e s6 se A for inversivel e Al=Al
I — Uma matriz quadrada A ¢ diagonal se e s6 se a;; =0, paratodo i,j=1,2,...,n, com i j.

Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que séo, simultaneamente, diagonais e ortogonais.
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16) (ITA 2005) Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 xicaras de café e
1 pedaco de torta totalizou R$ 31,50. Em outra mesa, o consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café

e 1 pedaco de torta totalizou R$ 42,00. Entdo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedago
de torta totaliza o valor de:

a) R$17,50 b) R$16,50 c) R$12,50 d) R$10,50 e) R$9,50
bx+y=1

17) (ITA 2005) O sistema linear < by+z =1 ndo admite solucédo se e somente se 0 numero real b for
X+bz=1

igual a:

a) -1 b) 0 c)1l d)2 e) -2

18) (ITA 2005) Sejam A e B matrizes 2x2 tais que AB=BA e que satisfazem a equacdo matricial
A% +2AB-B=0. Se B é inversivel, mostre que: (a) ABX=B™A e que (b) A é inversivel.

19) (ITA 2006) A condicdo necessaria para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema

X+y+3z=2
linear < x+2y+5z=1 ¢é:
2X+2y+az=>b
a)a—-b=2 b) a+b=10 c) 4a—-6b=0 d)%zg e)a-b=24
a b c —2a -2b  -2c
20) (ITA2006) Se det| p g r |=-1 entdoovalordo det| 2p+x 2q+y 2r+z| éigual a:
Xy z 3X 3y 3z
a) 0 b) 4 c) 8 d) 12 e) 16

21) (ITA 2006) Seja o sistema linear nas incognitas x e y, com a e b reais, dado por
(a-b)x-(a+b)y=1
(a+b)x+(a—-b)y=1

Considere as seguintes afirmacdes:
| — O sistema € possivel e indeterminado se a=b=0.
Il — O sistema é possivel e determinado se a e b ndo séo simultaneamente nulos.

-1
M- x2+y?=(a2+b?) , se a2 +b% 0.
Entdo, pode-se afirmar que é(sdo) verdadeira(s) apenas:

a) l b) 11 c) Il dylell e)llelll
1 0 Y2 -1 1 3 -12 1
: . -2 5 2 -3 1 -2 -2 3 .
22) (ITA 2006) Sejam as matrizes A = e B= . Determine o
1 -1 2 1 -1 1 1 1
-5 1 32 0 5 -1 12 5

elemento ¢y, damatriz C=(A+B) .
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23) (ITA 2007) Sejam A:(ajk) e B:(bjk), duas matrizes quadradas nxn, onde a; e by sdo,
respectivamente, os elementos da linha j e coluna k das matrizes A e B, definidos por

a—j do >k (K d'kb—jk 2pjk
i =| | |» quando j=k, aj.= j , quando j<k, e by =3 (-2) '

p=0 P

O traco de uma matriz quadrada (cjk) de ordem nxn ¢é definido por Z;zlcpp. Quando n for impar,
otraco de A+B éigual a
2 —_— . —_— —
INLIGE p (MDD (n?—3n+2) g 30D g (=D
3 4 (n-2) n n—2

24) (ITA 2008) Considere o sistema Ax=b, em que

1 -2 3 1

A={2 k 6 |, b=|6|ekeRrR
-1 3 k-3 0

Sendo T a soma de todos os valores de k que tornam o sistema impossivel e sendo S a soma de todos
os valores de k que tornam o sistema possivel e indeterminado, entdo o valor de T—S é
a) —4 b) -3 c)0 d)1 e) 4

25) (ITA 2008) Sejam A e C matrizes nxn inversiveis tais que det(I+C_1A)=% e detA=5.

t
Sabendo-se que B = C«’»(A_1 +C_1) , entdo o determinante de B é igual a

3" 1 3n-1

a) 3" b) 2.2 c) = d e) 5.3"1
) ) -2 )5 ) c )

26) (ITA 2008) Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A é inversivel e A™ =A'. Determine
todas as matrizes 2x2 que sao simétricas e ortogonais, expressando-as, quando for o caso, em termos
de seus elementos que estdo fora da diagonal principal.

27) (ITA 2009) Dados AeM,,,(R) e beM,,(R), dizemos que X, M,y (R) é a melhor

aproximacdo quadratica do sistema AX =b quando \/(AXO —b)t (AX,—b) assume o menor valor

possivel. Entdo, dado o sistema
-1 0 1

X
0 1 { }= 1
1 o |1
A sua melhor aproximacao quadratica é

ol ol el el ol

madematica.blogspot.com
5



| OB MO A |

Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira

aj;X+byy=c;

, aq,a-,bq,b5,cqi,co R, com (cq,co)=(0,0),
a,%+b,y = C, 1,:22,01,02,C1,C) € (1 2) ( )

28) (ITA 2009) O sistema {

a1C; +a,Cy =bsCy +byCc, =0, €

a) determinado

b) determinado somente quando ¢; #0 e ¢, #0.

c) determinado somente quando ¢; #0 e ¢, =0 ou ¢c; =0 e ¢, #0.
d) impossivel.

e) indeterminado.

29) (ITA 2009) Seja A € M, , (R) uma matriz simétrica e ndo nula, cujos elementos séo tais que a,;,
a;, € a,, formam, nesta ordem, uma progressédo geométrica de razdo q=1 e trA =5a,;;. Sabendo-se

que o sistema AX = X admite solug&o ndo nula X € M, (R), pode-se afirmar que a? +q° é igual a

101 121 49 25
a) — b) — c)5 d) = e) —
)25 )25 ) )9 )4

30) (ITA 2009) Sejam A,Be M, 5 (R). Mostre as propriedades abaixo:

a) Se AX é a matriz coluna nula, paratodo X e M, (R), entdo A é a matriz nula.
b) Se A e B séo ndo nulas e tais que AB é a matriz nula, entdo det A=detB=0.

31) (ITA 2010) Um polindmio real p(x) = 25: a, X", com ag = 4, tem trés raizes reais distintas, a, b e
C, que satisfazem o sistema "

a+2b+5c=0

a+4b+2c=6

2a+2b+2c=5
Sabendo que a maior das raizes é simples e as demais tém multiplicidade dois, pode-se afirmar que
p(1) éigual a

a) 4. b) -2. c) 2. d) 4. e) 6.
32) (ITA 2010) Considere a matriz

Qq a; a3

0 0 ag

em que a, =10, detA=-1000 e a;, a,, a3, a,, as € ag formam, nesta ordem, uma progresséo
o « . a .
aritmética de razdo d > 0. Pode-se afirmar que Fl éigual a

a) -4 b) -3 c) -2 d) -1 e) 1
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33) (ITA 2010) Sobre os elementos da matriz

X, X, Xz X4
Yi Y2 Y3 Vs
0 0 0 1
1 0 0 O
sabe-se que (X;,X5,X3,X4) € (Y1,Y2,Ys,Y4) S80 duas progressbes geométricas de razéo 3 e 4 e de

A= € Myyy (R)

soma 80 e 255, respectivamente. Entéo, det(A™) e 0 elemento (A*1)23 valem, respectivamente,
a)ie12. b) —ie—lz. C) 1 el2. d) —iei. e)iei.
12 72 72 72 12 72 12

34) (ITA 2010) Considere as matrizes A€ M, ,(R) e M,,;(R)

a 1 b1 X b,
b 1 a 0 b
A= x=|Y|eB=|
0 200 z b,
-a 2 b1 w b,

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equacdo AX =B tenha solucéo Unica.
b) Se a?~b?=0, a=0 e B=[1124]', encontre X tal que AX =B.

X+2y+3z=a

35) (ITA 2011) O sistema y+2z=D

3Xx-y-5cz=0
a) é possivel, Va,b,ceR.
b) € possivel quando a = 7—3? ou c=1.
c) é impossivel quando c=1, Va,beR,.
d) é impossivel quando a = 7—; , VceR.

7b

e) é possivel quando c=1 e a;t?.

36) (ITA 2011) Considere as afirmacdes abaixo:
I. Se M é uma matriz quadrada de ordem n >1, ndo-nula e ndo—inversivel, entdo existe matriz ndo—

nula N, de mesma ordem, tal que M-N é matriz nula.
I1. Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? —M) =0, entio existe matriz ndo—
nula X, de ordem n x1, tal que MX = X.

cosO —-seno
. - . s
1. A matriz é inversivel — ke’.
tg 0 1—25en2§ , V9¢2+kn, €
seco
Destas, é(sao) verdadeira(s):
a) apenas 1. b) apenas I e 1l. c)apenas lelll.  d)apenasllelll. e)todas.
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37) (ITA 2011) Determine todas as matrizes M e M, , (R) tais que MN=NM, VN eM,,_, (R).
38) (ITA 2012) Considere a matriz quadrada A em que os termos da diagonal principal séo 1, 1+ X,
1+Xy, ..., 1+x, e todos 0s outros termos s&o iguais a 1. Sabe-se que (Xy,X,,...,X,) é uma
progressao geomeétrica cujo primeiro termo é % e a razao é 4. Determine a ordem da matriz A para
que o seu determinante seja igual a 256.
39) (ITA 2012) Seja n um numero natural. Sabendo que o determinante da matriz

. 1
n log,2 —log, 2

A={n+5 logy3" log;243

1
-5 log. — -log: 25
95125 U5 ]

é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa A™.

40) (ITA 2013) Considere A € Mg, (R) com det(A) =6 e oc.e R\{0}. Se det(aA'AAY) =6 a2,
o valor de a €

a)% b)% c)@ d) 1 &) V216

41) (ITA 2013) Considere o sistema nas variaveis reais x e y:
Xxsena +3ycoso =a
Xcoso+ysena=b

com o € [Og{ e a,b eR. Analise para que valores de o, ae b o sistema é (i) possivel determinado,

(i) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (ii), encontre o
respectivo conjunto solucéo.

42) (ITA 2014) Considere as seguintes afirmacdes sobre as matrizes quadradas A e B de ordem n, com
A inversivel e B antissimétrica:

I. Se o produto AB for inversivel, entdo n é par;

Il. Se o produto AB ndo for inversivel, entdo n é impar;

I11. Se B for inversivel, entdo n € par.

Destas afirmac0es, € (sdo) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas | e Il c) apenas | e 1lI. d) apenas Il e I1l.  e) todas.
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X+1 X
1 -1
43) (ITA 2014) Sejam A :[y y J e B=|y—2 y | matrizes reais tais que o produto AB é uma
z+3 2z

matriz antissimétrica. Das afirmacdes abaixo:
I. BA é antissimétrica;
Il. BA ndo é inversivel;

1. O sistema (BA)X =0, com X' =[x, X, X;], admite infinitas solugGes,

é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas |l e 1l. b) apenas Il e Ill. ) apenas I. d) apenas II. e) apenas IlI.

44) (ITA 2014) Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade
det (2M?) - det (32m°) =§det(3M).
Entdo, um valor possivel para o determinante da inversa de M é
1 1 2 4
a) = b) = c) — d) — e
) 3 ) 5 ) 3 ) c )

2e—2t _e2t _1
45) (ITA 2014) Considere a equacdo A(t)X=B(t), teR, em que A(t)=| -1 1 1]

-3
X e'
X=|y| e B(t)=|—/2|. Sabendo que detA(t)=1 e t=0, os valores de X, y e z sio,
y 0

respectivamente,

a) 24/2,0, =32, b) —24/2, 0, -3J2. c) 0, 32, 24/2.

d) 0, 23, V3. €) 243, —/3, 0.
46) (ITA 2014) Considere o sistema linear nas incognitas X, y € z
X+ y+ 22=0

—x+  (sen®)y+ 4z=0, 0¢€[0,2n]..
2x+(1-c0s20)y+162=0

a) Determine 6 tal que o sistema tenha infinitas solugdes.
b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solugéo do sistema.

47) (ITA 2015) Seja A =(a;; )5 . amatriz tal que a;; = 27(2j-1), 1<i,j<5. Considere as
afirmacdes a sequir:

I. Os elementos de cada linha i formam uma progressao aritmética de razio 2'.

I1. Os elementos de cada coluna j formam uma progressao geométrica de razéo 2.

I1. tr A € um namero primo.

E (s&0) verdadeira(s)

a) apenas I. b) apenas I e 1l. c)apenas Il elll. d)apenaslelll. e)l 1lelll
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48) (ITA 2015) Considere a matriz M = (mij)zx2 tal que m;; = j—i+1, i,j=12. Sabendo-se que

N 10
det| 3 M*—n =252,
k=1 11
Entdo o valor de n € igual a

a) 4 b) 5 c)6 d)7 e) 8

49) (ITA 2015) Sejam o e f numeros reais ndo nulos. Determine os valores de b, ¢, d, bem como a

relacdo entre o e B para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis
indeterminados.

S 2X+hby=a - CX+3y=a
cX+y=0 4x +dy =f
50) (ITA 2016) Se o sistema de equacbes
X+y+4z=2
X+2y+72=3
3X+y+az=»hb
é impossivel, entdo os valores de a e b sdo tais que
a) a=6¢e b=4. b)ya-z6 e b=4. c)azb6eb=4.
da=6eb=4. e) a é arbitrario e b = 4.
1 -1 2 1 N T Ay 4
51) (ITA 2016) Se M = 2 0 e N= 13 , entdio MN' —M™N éigual a
3 5 3 1 3 1 3 .3 3 1
) 2 2 b) 2 2 0) 2 2 d) 2 2 ¢) 2 2
5 3 L 135 133 13 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
10
52) (ITA 2016) Seja A a matriz de ordem 3x2, dadapor A={0 1]|.
11

a) Determine todas as matrizes B tais que BA =1,.

b) Existe uma matriz B com BA =1, que satisfaca BB = I,? Sesim, dé um exemplo de uma dessas
matrizes.
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53) (ITA 2017) Considere o sistema de equacdes
1,27,8

+—==3
x y2 7%
S i+8—;+4—3(,)=1O
X y z
2 54 24
—+—2+—3=7
X vy Z
Se (x,y,z) é uma solucdo real de S, entdo |x|+|y|+|z| éigual a
a)0 b) 3 c)6 d)9 e) 12
100 70 2
54) (ITA 2017) Sejam D=|0 2 0| e P={0 1 0| Considere A=P7IDP. O valor de
0 0 3 2 05

det(AZ 4+ A) 6
a) 144 b) 180 ¢) 240 d) 324 ¢) 360

55) (ITA 2017) Determine todos os valores reais de a para 0s quais 0 seguinte sistema linear é
impossivel:
X+ay+z=2
-X—-2y+3z=-1
3X+az=>5

56) (ITA 2018) Sejam Xq,...,X5 € Yj,..., Y5 NUMeros reais arbitrarios e A=(aij) uma matriz 5x5

definida por a;; =X; +yj, 1<i,j<5. Ser ¢ a caracteristica da matriz A, entdo o maior valor possivel

deré
a) 1. b) 2. c) 3. d) 4. e) 5.

57) (ITA 2018) Sejam A e B matrizes quadradas nxn taisque A+B=A-B e |, é amatriz identidade

nxn. Das afirmacdes:
I. 1, —B éinversivel;

I. 1, —A éinversivel,

I. A-B=B-A.

é (sdo) verdadeira(s)

a) somente I. b) somente 1. c) somente 11
d) somente I e 111 e) todas.
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X+y+z =0
58) (ITA 2018) Se o sistema 2azy+(2a4 —a)z =0 admite infinitas solucdes, entdo 0s possiveis

x+ay+(a-1)z =0
valores do pardmetro a sdo

a) 0, -1, _1_‘/5, ~1+43 b) 0, -1, —1_‘/5, 1+
2 2 2 2
0) 0, -1, _1“/5, 1443 )0, -1, —1-+/3, —1++/3.

2

2
€) 0, -1, 1-+/3, 1++/3.

1 x x* X8
. . 1 2 3 4 A .

59) (ITA 2018) Considere a matriz A = L3 4 5 x eRR. Se o polindmio p(x) é dado por
-2 2 1 1

p(x)=det A, entdo o produto das raizes de p(x) é

1 1 1 1 1
a) —. b) =. c) —. d) =. e) —.
) 2 ) 3 ) 5 ) 7 ) 11

60) (ITA 2018) Uma progressdo aritmeética (al,az,...,an) satisfaz a propriedade: paracada ne N, a
Q a; a3

soma da progressao é igual a 2n% +5n. Nessas condic@es, o determinante da matriz a, as ag
a;+2 ag aq

é

a) —96 b) -85 c) 63 d) 99 e) 115

61) (ITA 2019) Assinale a opc¢do que identifica o lugar geométrico de todos os pares ordenados

(a,b) e R? que tornam impossivel o sistema linear

-X+5y =10

S: 2
(%+5b2]x+10aby:1

a) uma elipse b) uma reta C) uma parabola
d) uma hipérbole e) um Unico ponto

62) (ITA 2019) Considere as seguintes afirmacdes a respeito de matrizes A de ordem nxn inversiveis,
tais que os seus elementos e 0s de sua inversa sejam todos numeros inteiros:

I. [det(A)| =1.

I AT=A"

1. A+A™ ¢ uma matriz diagonal.
E(s&o) sempre VERDADEIRA(S)

a) apenas I. b) apenas IlI. c) apenas |l e Il.
d) apenas | e I11. e) todas.
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63) (ITA 2020) Considere o conjunto M(n,k) de todas as matrizes quadradas de ordem nxn, com
exatamente k elementos iguais a 1, e os demais iguais a 0 (zero). Escolhendo aletoriamente matrizes
LeM(3,1) e ReM(4,2), aprobabilidade de que L2 =0 e R? =0 é igual a
1 1 4 13 29
a) = b) = c) — d) = e) 22
) 3 ) 5 ) 15 ) 30 ) 30
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RESPOSTAS E CLASSIFICACAO DAS QUESTOES

1) a (Matriz inversa)

2) e (Multiplicagéo de matrizes e matriz transposta)

3) a (Sistema homogéneo)

4) e (Teorema de Bézout)

5) e (Célculo do determinante de ordem 2)

6) ¢ (Multiplicagéo de matrizes e matriz transposta)

7) a (Autovalores e autovetores)

8) disc. (Multiplicacdo de matrizes e sistema homogéneo)

9) d (Teorema de Binet e matrizes semelhantes)

10) a (Discussdo de sistemas lineares)

11) disc. (Determinante da matriz de Vandermonde)

12) a (Matriz inversa)

13) d (Propriedades dos determinantes)

14) c (Propriedades dos determinantes)

15) disc. (Matriz ortogonal)

16) d (Resolucéo de sistemas lineares)

17) a (Discussédo de sistemas lineares)

18) disc. (Multiplicag&o de matrizes e matriz inversa)

19) a (Discussdo de sistemas lineares)

20) d (Propriedades dos determinantes)

21) e (Discussdo de sistemas de 2 equacdes e 2 variaveis)
22) disc. (Matriz inversa)

23) ¢ (Trago da matriz quadrada)

24) a (Discusséo de sistemas lineares)

25) d (Propriedade dos determinantes e teorema de Binet)
26) disc. (Matriz simétrica)

27) e (Multiplicacdo de matrizes)

28) d (Discussao de sistemas de 2 equacdes e 2 variaveis)
29) a (Sistema homogéneo)

30) disc. (Propriedades da multiplicacéo de matrizes)

31) a (Resolucéo de sistemas lineares)

32) d (Determinante da matriz triangular)

33) ¢ (Calculo de determinantes e matriz inversa)

34) disc. (Discussao de sistemas lineares)

35) b (Discussdo de sistemas lineares)

36) e (Sistema homogéneo, propriedades dos determinantes e matriz inversivel)
37) disc. (Multiplicagcdo de matrizes)

38) disc. (Célculo de determinantes)

39) disc. (Determinantes e matriz inversa)

40) ¢ (Propriedades dos determinantes e teorema de Binet)
41) disc. (Discusséo de sistemas de 2 equacdes e 2 variaveis)
42) ¢ (Matriz inversivel, propriedades do determinantes e teorema de Binet)
43) b (Multiplicagdo de matrizes, matriz antissimétrica e sistema homogéneo)
44) a (Propriedades dos determinantes e teorema de Binet)
45) b (Determinante de ordem 3 e resolugéo de sistemas lineares)
46) disc. (Sistema homogéneo)
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47) e (Definicdo dos elementos da matriz)

48) ¢ (Multiplicacdo de matrizes e célculo de determinantes)
49) disc. (Discussdo de sistemas de 2 equac0es e 2 variaveis)
50) a (Discussao de sistemas lineares)

51) ¢ (Multiplicacdo de matrizes e matriz inversa)

52) disc. (Multiplicagcéo de matrizes e matriz transposta)

53) ¢ (Resolucdo de sistemas lineares)

54) a (Matrizes semelhantes, propriedades dos determinantes e teorema de Binet)
55) disc. (Discussao de sistemas lineares)

56) b (Caracteristica da matriz)

57) e (Matriz inversivel)

58) b (Sistema homogéneo)

59) d (Célculo de determinantes e regra de Chid)

60) a (Célculo de determinantes)

61) b (Discussao de sistemas de 2 equacdes e 2 variaveis)
62) a (Propriedades dos determinantes e matriz inversa)

63) b (Matrizes e probabilidade)
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QUESTOES DE MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES

ITA 2002 A 2011
11 1 1
. : 1 2 3 o
1) (ITA 2001) Considere a matriz A = L4 9 . A soma dos elementos da primeira coluna da
1 8 27 64
matriz inversa de A é:
a)l b) 2 c)3 d) 4 e)5

RESOLUCAO: a
A-A L=
1%linhade A: Ly =[1 1 1 1]

< ™ R

13 colunade A C; =

¢

O elemento a;; =1 da matriz identidade é
a1=L1-C=1=1la+l-B+ly+l-¢o=1l<a+B+y+¢=1

2) (ITA 2001) Sejam A e B matrizes nxn, e B uma matriz simétrica. Dadas as afirmacoes:
I. AB+BA! ¢ simétrica.
1. (A+At+B) & simétrica.

1. ABA! é simétrica.

temos que:

a) apenas | é verdadeira

b) apenas Il é verdadeira

c) apenas Il é verdadeira

d) apenas | e Il sdo verdadeiras

e) todas as afirmacdes séo verdadeiras

RESOLUCAO: e
B é simétrica, entdo B = B!
|. VERDADEIRA
t t t
(AB+BA!) =(AB)' +(BAL) =BiAl+(Al) B = BA! + AB = AB+BA!
Portanto, AB+BA! é simétrica.

t
Note que utilizamos as seguintes propriedades: (At) =Ae (AB)' =BAL
Il. VERDADEIRA

t t
(A+A+B) =Al+(A!) +B'=Al+A+B=A+A'+B
Portanto, (A+At + B) é simétrica.
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I1l. VERDADEIRA

t t
(ABA!) =(A!) B!'At = ABA!
Portanto, ABA! ¢ simétrica.

3) (ITA 2001) Seja me R, m>0. Considere o sistema
2x—(logy m)y+5z=0
(logy m)x+y—-2z=0 .
x+y—(I092 mz)z:O

O produto dos valores de m para 0s quais o sistema admite solugdo ndo-trivial é:
a)l b) 2 c)4 d) 8 e) 2log, 5

RESPOSTA: a

O sistema do enunciado é homogéneo (matriz dos termos independentes é nula), entdo, para que admita
solucdo ndo-trivial (todas as varidveis nulas), o determinante da matriz incompleta do sistema deve ser
nulo.

2 —logy m 5
log, m 1 -2 |=0
1 1 —log, m?

& —2log, m? +2log, m+5log, m—5-log, m-log, m-log, m? +4 =0
< —4log; m+2-log,, m+5log, m-1-log m-log, m-(2log, m)=0

< log, m+2-%logz m—1—%-|ogz m-log, m-(2log, m)=0

< 2log, m—1—(log, m)3 =0
A equacdo anterior € uma equacao do 3° grau na variavel (I092 m)~ Por inspecgéo, observamos que
log, m=1 é raiz da equagdo. Vamos aplicar o algoritmo de Ruffini-Horner.

1 | 4 0 2 -1

| 1 -1 1 0

A equagcdo anterior é equivalente a

~1+
—(log, m—l)((I092 m)2+|og2 m—1)=0<:>|092m:1 v logy,m= 1—2\/5
15 -1-6
em=2 v m=2 2 ym=2 2
“1+/5 15

O produto dos valoresdemé 2t.2 2 .2 2 =20-1
Note que, ao observar que a equacdo do 3° grau possuia trés raizes, seria possivel observar que o m é
igual a 2 elevado a cada raiz, de forma que o produto dos valores de m é 2 elevado a soma das raizes

da equacdo do 3° grau que, pelas relagdes de Girard, é 0. Assim, o produto dos valores de m é 20 =1.
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4) (ITA 2002) O seguinte trecho de artigo de um jornal local relata uma corrida beneficente de
bicicletas:

“Alguns segundos apos a largada, Ralf tomou a lideranca, seguido de perto por David e Rubinho, nesta
ordem. Dai em diante, eles ndo mais deixaram as primeiras trés posi¢des e, em nenhum momento da
corrida, estiveram lado a lado mais do que dois competidores. A lideranc¢a, no entanto, mudou de maos
nove vezes entre os trés, enquanto que em mais oito ocasides diferentes aqueles que corriam na
segunda e terceira posi¢des trocaram de lugar entre si. Ap6s o término da corrida, Rubinho reclamou
para nossos reporteres que David havia conduzido sua bicicleta de forma imprudente pouco antes da
bandeirada de chegada. Desse modo, logo atras de David, Rubinho ndo pdde ultrapassa-lo no final da
corrida.”

Com base no trecho acima, vocé conclui que

a) David ganhou a corrida.

b) Ralf ganhou a corrida.

¢) Rubinho chegou em terceiro lugar.

d) Ralf chegou em segundo lugar.

e) N&o é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho ndo apresenta uma descricao
matematicamente correta.

RESOLUCAO: e
Representemos Ralf por 1, David por 2 e Rubinho por 3.
Em cada momento da corrida, a classificacdo € uma terna ordenada desses trés ndmeros, € a

classificagdo inicial é dada por (1;2;3), denominada permutagdo fundamental.

Como a liderangca mudou de mé&os 9 vezes, e em mais 8 ocasifes aqueles que corriam na segunda e
terceira posigdes trocaram de lugar entre si, houve no total 17 inversdes (trocas de posi¢des nas ternas
ordenadas).

Como houve um namero impar de inversdes, a classificacdo final deve ser uma permutacéo de classe

impar, ou seja, (2;13), (1,3;2) ou (3;2;1).
Na situagdo descrita, Rubinho chegou logo atras de David, portanto a classificagdo final é (1,2;3) ou

(2;3;1), que sdo ambas permutacdes de classe par, 0 que contradiz nossa concluséo anterior.

Consequentemente, ndo é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho nao apresenta uma
descricdo matematicamente correta.

Note que foi utilizado o teorema de Bézout que estabelece que uma permutacdo muda de classe quando
se troca a posicdo de dois quaisquer de seus elementos.

cos25’ sen65°
sen120° co0s390°

) 2 Ve 5

b) == c)73 d) 1 e) 0

5) (ITA 2002) Seja a matriz { } O valor de seu determinante é

RESOLUCAO: e
cos25°  sen65’ cos 25° sen (90° -25° ) cos25° cos25°
det =det =det
sen

sen120° cos390° (90° +30°) cos(360° +30°) cos30° cos30°
Observe que, se um determinante possui duas linhas ou colunas iguais ele é nulo.
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6) (ITA 2002) Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n tais que AB=A e BA=B. Entdo
2

[(A+B)' ] éigual a

a) (A+B)? b) 2(At.B!) ¢) 2(At+BY) d) Al + B! e) Al.B!

RESOLUCAO: ¢
t
[((A+B)] =(A2+AB+BA+B?) =(A2+A+B+B?) =(A+A+B+B)
—(2A+2B) =2.(At +B!)

A2=A-A=(AB)-(AB)=A-(BA)-B=A-B-B=(AB)-B=AB=A
B2=B-B=(BA)-(BA)=B-(AB)-A=B-A-A=(BA)-A=BA=B

7) (ITA 2002) Seja A uma matriz real 2x2. Suponha que o e B sejam dois numeros distintos, e V
e W duas matrizes reais 2x1 ndo nulas, tais que AV =aV e AW =pW. Se a,beR sdo tais que
aV+bW ¢ igual a matriz nula 2x1, entdo a+b vale

1 1

a) 0 b) 1 c) -1 ? > )

RESOLUCAO: a

avV+bW=0<aV =-bW
AV=aV=a-AV=a-aV < A-(aV)=a-(aV) & A-(-bW) =a. - (~bW)
< —b-(AW)=—0-b-W < —b-(BW)=—a-b-W < b-(a—B)- W =0
Como a=B<>a—B=0e W éndonula, entdo b=0.

Como aV=-bW=-0-W=0 e V éndo nula, entdo a=0.

Logo, a+b=0.

Note que o e B sédo autovalores distintos da matriz A, e V e W os autovetores correspondentes.

Assim, os autovetores V e W sdo linearmente independentes, logo a Unica combinag&o linear deles
que resulta no vetor nulo é a=b=0.

8) (ITA 2002) 1. Mostre que se uma matriz quadrada ndo-nula A satisfaz a equacéo
A% +3A2 +2A=0 (1), entdo (A+1)* =A+1,em que | é a matriz identidade.

-1 1
2. Sendo dado que A = { 0 2} satisfaz a equacdo (1) acima, encontre duas matrizes ndo-nulas B e

C tais que B*+C*=B+C=A. Para essas matrizes vocé garante que o Sistema de equacdes

0
(B—C)B} = {0} tem solucdo (x,y)=(0,0) ? Justifique.
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RESOLUCAO:
1.

A+ =(AZ+ AL 1A+ 1) (A+ D =(AZ 41 2A 4 1D(A+1) = A3 + A2+ 2A7 4 2A1 + 1A + |2
=A +3A% 4 2A+(A+ D =0+(A+D)=A+I

2.

Como a matriz A satisfaz a equaco (L), entdo (A+ 1> =A+1.

B*+C?=B+C=A=(A+1)’-1=(A+1)’+(-1)’ = B=A+1 e C=-1

. 0 1 -1 0
Assim, B= e C= )
0 -1 0 -1

X 0
Para que se garanta que o sistema homogéneo (B—C){y} {O} possua solugéo (x,y)==(0,0), o

sistema deve ser possivel e indeterminado. Assim, o determinante da matriz incompleta do sistema
deve ser nulo, ou seja, det(B—C)=0.

11
Como B-C= {0 O} = det(B—C) =0, entdo o sistema possui solugéo (x,y)=(0,0).

9) (ITA 2003) Sejam A e P matrizes nxn inversiveis e B=PAP. Das afirmacdes:
T 4 ‘ )1t —1\7
. BT éinversivele (BT) =(B?) .
Il. Se A é simétrica, entdo B também o é.
[l. det(A—rl)=det(B—1rl), VA eR.
é (sdo) verdadeira(s):
a) todas b) apenas I. c) apenas |l e 1l. d) apenas lelll.  e)apenasllelll.

RESOLUCAO: d
Se A e P sdo inversiveis, entdo det A=0 e detP #0.

(*) teorema de Binet (**) det(P‘l):L
detP
|. VERDADEIRA
(*) = 1
B=P AP = detB=det(PAP) = det(P?) - det A-detP = opp JetA detP=det A0

—det(BT) =detB=0= B & inversivel.

T T -1 T
Além disso, (B!) -BT=(B-B?) =1"=1=(B") =(B?) .
Observe que B! existe, pois det B =0, o que implica que B é inversivel.

Note também que usamos (AB)" =BTAT e que, se AB=1, entio B=A",
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I1. FALSA
A ésimétrica <> AT = A

11 2 0
Contraexemplo: Sejam a matriz simétrica e inversivel A = L 2} e a matriz inversivel P = {O } ,

1
entao P‘1=1. 10 _ Y2 0
210 2 0 1|

2 0|/1 17|12 0 2 0|12 1 1 1/2
B=p1Ap=[1{) J.L 2}{0 J:ﬁ) J.L 2}:{2 1/2}quenaoésimétrica.

) a b, . ] « o ]
Note que, se a matriz M :[c d} é inversivel (detM =0), entdo a sua matriz inversa é dada por

ML = 1 |d —c
CdetM|-b a |’

I1l. VERDADEIRA
B=P'AP < B-Al=P'AP-AI=P'AP-Pt(AP)=P 1 (A-LDP
(*)
— det(B—l)=det[P(A-AD)P] = det(P)-det(A—1l)-detP
()
= 1 det(A—a1)-detP = det(A—1I)
detP

10) (ITA 2003) O nimero de todos os valores de a [0,2x], distintos, para os quais o sistema nas
incognitas x, y e z é dado por
—4x +y—6z=cos3a
X +2y—5z=sen2a
6x+3y—4z=-2cosa
é possivel e ndo-homogéneo, é igual a:

a) 2 b) 3 c) 4 d) 5 e) 6
RESOLUCAO: a
-4 1 -6
O determinante da matriz incompleta é detA=|1 2 -5/=0. Logo, o sistema ndo é possivel e
6 3 -4
determinado.
Vamos colocar o sistema na forma escalonada:
X+2y—-5z=sen?a ) X+2y—-5z=sen?2a () X+2y -5z =sen?2a
—4x+y—-6z=cos3a ~ <9y-26z=4sen2a+cos3a ~ 49y —26z =4sen2a+cos3a
6x+3y—4z=-2cosa -9y +26z =-6sen2a—2cosa 0=-2sen2a+cos3a—2cosa
(ML, >L,+4-L; Ly—>-6-1,; (**) Ly > L;+L,

Para que o sistema seja possivel e indeterminado, devemos ter
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0=-2sen2a+cos3a—2cosa <> 2sen2a—(cos3a—cosa)+cosa=0

< 2sen2a—(—2sen2asena)+cosa =0« 2sen2a(l+sena)+cosa=0

< 2-2senacosa(l+sena)+cosa :0<:>cosa(4sena+4sen2a+l)=0

& cosa(25ena+1)2 =0« cosa=0 v sena :_%

g 3n < A i . .
ael0,2n] A cosa=0=a= > v oa= > (ambos nédo convém, pois resultam em sist. homogéneo)

ael0,2n] A sena——t—a='% a1
2 6 6

Logo, ha 2 valores de a para os quais o sistema é possivel e ndo-homogéneo.

11) (ITA 2003) Sejam a, b, ¢ e d nimeros reais ndo-nulos. Exprima o valor do determinante da matriz
bed 1 a a?]

acd 1 b b?
abd 1 ¢ c?
abc 1 d d?

na forma de um produto de nimeros reais.

RESOLUGAO: (b-a)(c—a)(c—b)(d—a)(d—b)(d-c)
Inicialmente, vamos multiplicar a 1* linha por a, a 2% por b, a 3* por ¢ e a 4% por d e,
posteriormente, colocar abcd em evidéncia na 1* coluna.

bed 1 a a° abcd a a® ad 1 a a> a% [1 a a? a°
acd 1 b b? 1 Jabed b b* b’ abed I b b b [I b b* b°
abd 1 ¢ ¢ abed labed ¢ c2 c®| abed i ¢ 2 B hoc ¢ oI
abc 1 d d? abed d d? d° 1 d d® d® 1 d d® d®

=(b—a)(c-a)(c—b)(d-a)(d-b)(d-c)
O ultimo determinante calculado é um determinante de VVandermonde.

2% (x2 +1)_l
22X log,5

12) (ITA 2004) Seja x € R e amatriz A = . Assinale a opc¢éo correta.
a) VxeR, A possui inversa.
b) Apenas para x >0, A possui inversa.

) Séo apenas dois o0s valores de x para 0s quais A possui inversa.
d) Nao existe valor de x para o qual A possui inversa.
e) Para x =1og, 5, A ndo possui inversa.
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RESOLUCAO: a
A matriz A possui inversa se, e somente se, det A =0. Assim, temos:

-1
X 2 -1
det A =|2 (x? +1) =2%.log,5-2%-(x2 +1) =2X~(I0925— 21 j;ﬁo
2% log,5 X“+1
<10y 5-——#0— ¢I0925<:>x2+1¢I0952<:>x2¢Iog52—1<0
X +1 X +1

Logo, ndo existe x e R tal que det A =0, donde se conclui que ¥x € R, A possui inversa.

13) (ITA 2004) Considere as afirmacdes dadas a seguir, em que A é uma matriz quadrada nxn, n>2:
I. O determinante de A é nulo se e somente se A possui uma linha ou coluna nula.
Il.Se A=(aj) étal que a;;=0 para i>j, com i, j=12...,n, entdo detA=ajy;-ax ...-a..

I1l. Se B for obtida de A, multiplicando-se a primeira coluna por J2+1ea segunda por J2-1,

mantendo-se inalteradas as demais colunas, entdo det B =det A.
Entdo, podemos afirmar que € (sdo) verdadeira(s)
a) apenas 1. b) apenas III. c) apenas |l e 1l. d) apenas Il e lll.  e) todas.

RESOLUCAO: d

. FALSA

Contraexemplo: Se A ndo possui linhas ou colunas nulas, mas possui duas linhas iguais, entdo seu
determinante é nulo.

Il. VERDADEIRA

A matriz A descrita € uma matriz triangular superior e seu determinante é o produto dos elementos da
diagonal principal.

dgp a1p Aagz -t A
0 ap ax - an

A=| 0 0 3.33 a3n :>detA:a11-a22-...-ann
0 0 0 - ap

Isso pode ser demonstrado associando a aplicagdo do teorema de Laplace na primeira coluna e o
principio da inducdo finita.

I1l. VERDADEIRA

Multiplicando-se uma linha ou coluna de um determinante por um escalar, o determinante fica

multiplicado por esse escalar. Assim, detB = (\/§+1)(\/§—1) -det A =det A.

14) (ITA 2004) Assinale a opgao que representa o lugar geométrico dos pontos (x,y) do plano que
satisfazem a equacao

x2+y2 Xy 1
det| 40 2 6 1l_ogg
4 2 01
34 5 31
a) uma elipse. b) uma parabola. c) uma circunferéncia.
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d) uma hipérbole. e) uma reta.

RESOLUCAO: ¢

x2+y2 x y 1 " x2+y2—34 Xx-5 y-3 0 - x2+y2—34 X5 y-3
det 40 2 61 = det 6 -3 301, det 6 -3 3
4 2 0 -30 -3 -3 0 30 3 3
34 5 31 34 5 3 1
x> +y?-34 x-5 y-3
=(-3)-(-3)-det -2 1 -1
10 1 1

:9-[(x2 +y? —34)—10(x—5)—2(y—3)—10(y—3)+ 2(x—5)+(x2 +y? —34)}
=18-(x2 +y2 34— 4x+20 -6y +18) =18(x2 —4x + 4+ y? 6y +9—9) = 288
o (x-2°+(y-3)°=25

Ly > L —Lyly >Lly—Ly Ly —>Ly—Ly

Logo, o determinante representa uma circunferéncia de centro (2,3) e raio 5.

X2 + y2 x y 1
: x{ X1y 1 « : A
Note que o determinante ) =0 representa a equacdo da circunferéncia que passa
X3 X y2 1
2
X3 Xz Y3 1

pelos pontos (X1, Y1), (X2,Y2) € (X3,Y3).

15) (ITA 2004) Se A é uma matriz real, considere as definigdes:

I — Uma matriz quadrada A ¢ ortogonal se e s6 se A for inversivel e Al=Al
I — Uma matriz quadrada A ¢ diagonal se e s6 se a;; =0, paratodo i,j=1,2,...,n, com i j.

Determine as matrizes quadradas de ordem 3 que s&o, simultaneamente, diagonais e ortogonais.

a 00
RESOLUCAO: ([0 b 0|,coma,b,ce{-1,1}
0 0 c
a 00
Seja a matriz Mg, {O b 0| diagonal e ortogonal, entio Mt =Mt AM-Mt=1=M-M' =1.
0 0 c

Como M é uma matriz diagonal e, portanto, simétrica, Mt =M, logo M2 =1,
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2
100 a® 0 0 100

a 0 O0Ojla O O
M2=1<|0 b 0[/0 b 0|=|0 1 0|<=|0 b2 0|=(0 1 0
00 cl|looc| 001 0 o 2| 001

oa?=b?=c?=1cab,ce{-11}

16) (ITA 2005) Em uma mesa de uma lanchonete, o consumo de 3 sanduiches, 7 Xicaras de café e 1
pedaco de torta totalizou R$31,50. Em outra mesa, 0 consumo de 4 sanduiches, 10 xicaras de café e

1 pedaco de torta totalizou R$42,00. Entéo, o consumo de 1 sanduiche, 1 xicara de café e 1 pedago

de torta totaliza o valor de:
a) R$17,50 b) R$16,50 c) R$12,50 d) R$10,50 e) R$9,50

RESOLUCAO: d

Sejam s, ¢ e t 0s pregos em reais do sanduiche, da xicara de café e do pedaco de torta, respectivamente.
Assim, temos:

{33+7c+t =31,50

45+10c+t=42,00
= (45+10c+t)—(3s+7c+t)=42,00—31,50 < s+3c =10,50
3+7c+t=31L50<=s+c+t+2(s+3t)=31,50 <>s+c+t+2-10,50=3150 < s+c+t=10,50

Alternativamente, poderiamos resolver o problema como segue:
3s+t=31,50-7c

{4s+t =42,00-10c

= (4s+1)—(3s+1t)=(42,00-10c)-(31,50-7c) <>s=10,50-3c

= 3s+t=3150-7c=3-(10,50-3c)+t=31,50-7c <> t=2c

=s+c+1t=(10,50-3c)+c+2c=10,50

bx+y=1

17) (ITA 2005) O sistema linear {by+z =1 ndo admite solucdo se e somente se o numero real b for
X+bz=1

igual a:

a) -1 b) 0 01 d) 2 e) -2

RESOLUCAO: a
bx+y=1
Seosistema < by+z =1 éimpossivel, entdo o determinante da matriz incompleta A do sistema € nulo.

X+hbz=1
b 1 0
beR
detA=[0 b 1|=0=Db%+1=0 & b=-1
1 0D
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Se b=-1, o sistema resultante é

-X+y=1 x—-z=1 x—-z=1 x—-z=1
-y+z=1 <<-y+z=1 &9-y+z=1 & -y+z=1.
x-z=1 —x+y=1 (Lz+L,) y-z=2 (Ly+L,) 0=3

Analisando a forma escalonada do sistema, conclui-se que o sistema é impossivel se, e somente se,
b=-1.
Note que, se b= —1, o sistema é possivel e determinado.

18) (ITA 2005) Sejam A e B matrizes 2x 2 tais que AB=BA e que satisfazem a equacdo matricial
A%+ 2AB-B=0. Se B é inversivel, mostre que: (a) AB™*=B™A e que (b) A é inversivel.

RESOLUCAO:
(a)

Se B é inversivel, entfo existe B tal que B- B1=B'.B=1I, onde | é a matriz identidade de ordem
2. Assim, temos:

AB=BA < AB-B'=BA-B'<A-1=BAB* < A=BAB™
©B!A=BT-BAB'<B'A=1-AB' =B 'A=AB" |

(b)
*)

A2 +2AB-B=0<B=A-(A+2B)=detB=det[A-(A+2B)]=det A-det(A+2B)

B éinversivel < detB=0=det A=0< A é inversivel (cQD)

CQD)

(*) teorema de Binet
Note que é possivel identificar a matriz inversa de A como segue:

A?+2AB-B=0<=A’+AB+AB-B=0<A’+AB+BA-B=0< A’ +AB=B-BA
= AA+B)=B(I-A) =Bt AA+B)=B.B(I-A) =B AA+B)=1(1-A)

(a)
=BlAA+B)=1-A<=BAA+B)+A=1<AB(A+B)+A =1
SA[BLHA+B) +1]l=1=>AT=BY(A+B)+I

19) (ITA 2006) A condicao necessaria para que as constantes reais a e b tornem incompativel o sistema

X+y+3z=2
linear {x+2y+5z=1 ¢&:
2X+2y+az=>b
2) a—b#2 b) a+b=10 0) 4a-6b=0  d %:% &) a-b=24

RESOLUCAO: a

X+y+3z=2 X+y+3z=2
x+2y+5z=1 (L,-L,) < y+2z=1
2x+2y+az=b (L;—2-L;) (a—6)-z=b-4
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O sistema acima estd na forma escalonada. O sistema € incompativel se, e somente se,
a—-6=0<a=6eb-4#0<b=4.
A condicdo a—b=#2 é uma condicdo necessaria, mas ndo suficiente para que o sistema seja
incompativel.

Observaciao: Foi acrescentada a palavra “necessaria” no enunciado para tornar a questao
correta, pois a mesma foi anulada originalmente.

a b c —2a -2b  -2c
20) (ITA2006) Se det|p g r|=-1 entdoovalordo det| 2p+x 2gq+y 2r+z| éiguala:
Xy 2z 3X 3y 3z
a0 b) 4 c) 8 d) 12 e) 16
RESOLUCAO: d
—2a -2b  -2c © a b ¢ 1y a b c
det| 2p+x 29+y 2r+z|=(-2)-3-det|2p+x 2q+y 2r+z|=-6-det|2p 2q 2r
3X 3y 3z X y z X y z
(3 a b c
=(-6)-2-det|p q r|=-12-(-1)=12
Xy z

(1) Coloca-se —2 em evidéncia na primeira linha e 3 em evidéncia na terceira linha.
(2) Subtrai-se a terceira linha da segunda linha.
(3) Coloca-se 2 em evidéncia na segunda linha.

21) (ITA 2006) Seja o sistema linear nas incognitas x e y, com a e b reais, dado por
(a-b)x-(a+b)y=1
(a+b)x+(a=b)y=1
Considere as seguintes afirmacdes:
| — O sistema é possivel e indeterminado se a=b=0.
Il — O sistema é possivel e determinado se a e b ndo séo simultaneamente nulos.
2 .02 (a2 . pm2)t 2 w2
I — x“+y =(a%+b?) ", se a®+b? 0.
Entdo, pode-se afirmar que é(sdo) verdadeira(s) apenas:
a) | b) I c) Il dylell e)llelll

RESOLUCAO: e
O determinante da matriz incompleta do sistema é

(a-b) —(a+b) 2 2
det A = =(a—b)*+(a+b)* =2(a? +b?).
(a+b) (a-b)
| — Falsa
) Ox+0y=1 L. .,
Se a=b=0, o sistema se reduz a que é impossivel.
Ox+0y=1
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Il — Verdadeira
Se a e b ndo sdo simultaneamente nulos, entdo det A =0 e o sistema € possivel e determinado.
Il — Verdadeira

Se a2 +b? 0, entfo a e b ndo sdo simultaneamente nulos e o sistema é possivel e determinado. A

1 —(a+b) (a—b)
solucdo desse sistema € x—1 (a-b) __2 y= (a+b) __b que satisfaz
2(a2+p?) a’+b? 2(a2+b?) a’+b?’

2 2 2 W2
a -b a+b 1 -1
x2+y2:(—2 2) +( - 2} = ;= =(a?+b?) .
a‘+b ac+b (a2+b2) a+b

1 0 12 -1 1 3 -12 1
. _ -2 5 2 -3 1 -2 -2 3 _
22) (ITA 2006) Sejam as matrizes A = e B= . Determine o
1 -1 2 1 -1 1 1 1
5 1 32 0 5 -1 12 5
elemento ¢, damatriz C=(A+B) .
RESOLUCAO:
2 300 2 300
-1 300 -1 300 2 3 |3 2
A+B= = det(A+B)= = det -det =9.11=99
0 0 3 2 0 0 32 -1 3 25
0 025 0 025
_ 1 !
c=(A+B)'=——((A+B)
det(A+B) ( )
1 ( )t 1 1 230 2
Cy=——\(A+B) ) yy=———(A+B) i3 =—-(-D*"°|-1 3 0]=-=
%" det(A+B) % det(A+B) * " 99 0 o . U

onde (A+B) éamatriz dos cofatores da matriz (A+B).

23) (ITA 2007) Sejam A=(a; ) e B=(bj, ), duas matrizes quadradas nxn, onde a; e by séo,
respectivamente, os elementos da linha j e coluna k das matrizes A e B, definidos por

j ) k : X p[ K

p=0 P

O traco de uma matriz quadrada (cjk) de ordem nxn ¢é definido por Z; Quando n for impar,

~1%pp
otracode A+B éigual a

n(n—1) (n-1)(n+1) (n2-3n+2) 3.(n-1) (n—-1)
2) 3 b) 4 2 (n=2) 9 n 2 n-2
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RESOLUCAO: ¢
Seja C=A+B, com C=(Cj)nxn, eNtAO Cj =ajy +bjy.

n n n
tr(C)=> Ce = > (A + by ) =D A + D b
ke k1 k1

n
k=1 1

Ay :[E =1
b= S (27 ()-8 €ar a0 -
tr(C)= ki_lakk +ki_lbkk _ éué(_l)kz —n +ki_1(_1)k2

n 2 _
Como n é impar, entdo Z(—l)k =-le tr(C)=n—1=&nZ+2.
k=1 n-—

Note que, como n é impar, o denominador ndo se anula.

24) (ITA 2008) Considere o sistema Ax=Db, em que

1 -2 3 1
A={2 k 6 |, b=|6|ekeRrR
-1 3 k-3 0

Sendo T a soma de todos os valores de k que tornam o sistema impossivel e sendo S a soma de todos
os valores de k que tornam o sistema possivel e indeterminado, entdo o valor de T—-S é
a) —4 b) -3 c)0 d)1 e) 4

RESOLUCAO: a

Uma condicdo necessaria para que o sistema seja possivel e indeterminado ou impossivel é det A =0.
detA=k(k—3)+12+18+3k+4(k—-3)-18=k’+4k=0<k=0v k=—4

Para k=0, temos:

X-2y+3z=1 X—-2y+3z=1 X—-2y+3z=1
2X+62=6 (L,—2-L,) <<4y=4 oy =1
—x+3y-3z=0 (L3+L,) y=1 0=0

Logo, o sistema é possivel e indeterminado.

Para k =—-4 temos
X—2y+3z=1 X—-2y+3z=1
2x—-4y+6z=6 (L,-2'L,) <10=4
—X+3y—-72=0 (Lz+L,) y-4z=1

Logo, o sistema € impossivel.

Assim, T=—4 ¢ S=0,donde T-S=(-4)-0=-4.
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25) (ITA 2008) Sejam A e C matrizes nxn inversiveis tais que det(I+C_1A)=% e detA=5.

t
Sabendo-se que B = 3(A_1 +C_1) , entdo o determinante de B ¢ igual a

3" 1 3n-1 _
a) 3" b) 2.2 c) = d e) 5.3"1
) ) -2 )5 ) c )
RESOLUCAO: d
det(I + c—lA) DN det(A—lA + c—lA) _1
3 3
Teo.Binet
@det((A—Hc—l)A):l o det(A—1+c—1)-detA=1
3 3
<:>det(A_1+C_1)-5=£<:>det(A_1+C_1):i
3 15

B- S(A"l + C‘l)t — det B = det {3(A"1 +C"1)t} o detB=3" -det(A"1+ c:‘l)t

n-1
< detB=3" -det(A_1+C_1)<:>detB:3n -%@detB:3

26) (ITA 2008) Uma matriz real quadrada A é ortogonal se A é inversivel e A™ =A'. Determine
todas as matrizes 2x 2 que sdo simétricas e ortogonais, expressando-as, quando for o caso, em termos
de seus elementos que estdo fora da diagonal principal.

- 10 -1 0 +4/1-b? b
RESOLUCAO: A:{ } A:[ } e A= ,onde be[-11].
0 1 O - b T [1_b2

Aéortogonal = AT=A'= A" A= (1)
A é simétrica = Al = A (2)
LDe@): A-A=1<=A%=| (3)

a b
Seja a matriz simétrica e ortogonal 2x2, A= {b c] entéo de (3) temos:

a blfa b] 1 0 a?+b? ab+hc
b cj|b c] [0 1 ab+bc  b?+c?
Da segunda equacdo, temos b=0 ou a+c=0.
b=0=a=2#1 A c=+1

10 -1 0 -1 0 1 0
A= ou A= ou A= ou A=
01 0 -1 0 1 0 -1

a+c=0=a=-c=a’=1-b*<a=+J1-b® A c=Fv1-b?, onde be[-11]

a’+b?=1 [a®+b%=1
}{0 1

1 0
}3 ab+bc=0<<b(a+c)=0

b?+c?=1 |b?+c?=1
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V1-b?

b

1-b?
b

b

—1-b?

A:

-

b

N

|

Note que, quando b =0, temos as duas Ultimas matrizes do caso anterior.

Assim, as matrizes que satisfazem as condi¢des do

SRR

01 b

TV1-b?

enunciado sdo:

P ] onde be[-11].

27) (ITA 2009) Dados AeM,,,(R) e beM,, (R), dizemos que X, €M, (R) é a melhor

aproximacio quadratica do sistema AX =b quando \/(AXO —b)t (AX,—b) assume o menor valor

possivel. Entdo, dado o sistema

-1 0 1
0 1 {X}= 1
1 oY |1
A sua melhor aproximacao quadratica é
o3 ol el el el
-1 1 0 0 1
RESOLUCAO: e
-1 0 1 —X -x-1
A=|0 1 A\X={{‘Ab= 1|=>AX=| y |=AX=b=| y—-1
10 Y 1 x | x-1
[—x -1
(AX-b)'-(AX-b)=[(—x-1) (y-1) (x-D]| y-1 =[(x+1)2+(y—1)2+(x—1)2]
x-1

- [Zx2 +2+(y—1)2J

Observe que (AX — b)'-(AX —b) é uma matriz 1x1, logo pode ser tratada como um escalar.

:>\/(AX—b)t (AX-=h) =\/2x2 +2+(y—1)2

. . . 0
Essa expressao assume seu valor minimo quando X=0e y=1,, entdo X, = [1 .
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a;Xx+byy=c;

28) (ITA 2009) O sistema { , agas,by,bycycoeR, com (cq,cy)=(0,0),

a)Xx+boy=cy
a1Cy +a,Co =h4cy +byc, =0, €

a) determinado

b) determinado somente quando ¢; #0 e ¢, #0.

c) determinado somente quando ¢; #0 e ¢, =0 ou ¢; =0 e ¢, #0.
d) impossivel.
e) indeterminado.

RESOLUCAO: d

{alx +hyy=¢ a1C(X +bycy =c?

=

a2X+b2y:C2 a2C2X+b2C2y=C%

Somando as duas equagdes, temos:

(ascy +ayCy ) x+(bycy+bycy)y = c?+c3

Do enunciado, tem-se a;Cy +a,C, =bi¢y+bycy) =0= cf +c§ =0& ¢ =c, =0, 0 que contradiz a
hipétese (c1,¢,)+(0,0). Logo, o sistema é impossivel.

29) (ITA 2009) Seja A € M,,, (R) uma matriz simétrica e ndo nula, cujos elementos séo tais que a,;,
a;, € a,, formam, nesta ordem, uma progressdo geométrica de razdo q=1 e trA =5a,;;. Sabendo-se

que o sistema AX =X admite solugdo ndo nula X € M, , (R), pode-se afirmar que afl +qg° éigual a
101 121 25

49
a) e b) e c) 5 d) o e) n
RESOLUCAO: a
PG (a1,815,85,) derazdo q#1 =a;, =a;q A ay =34,0°
AeM,, (R) é uma matriz simétrica < a,; =a,,
trA =5a,; <> a; +a,, =5ay, < a;,0° =4a,;, < q° =4
Note que como a matriz A é ndo nula, entéo a;; #0.
AX=X < (A-DX=0,, é um sisttma homogéneo que admite solugdo ndo nula e, portanto, é
possivel e indeterminado. Assim, temos: det(A—1)=0.

ap -1 apq
2 JJ =(ay _1)(a11q2 —1) - a121q2 =—aj1 — a11q2 +1
a1 apq —

a.—1 a
det(A—1D =1 12

dy Ayl

2
:af1+q2:(%) +4=%.
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30) (ITA 2009) Sejam A,B e M, ,(R). Mostre as propriedades abaixo:
a) Se AX é amatriz coluna nula, paratodo X e MM(R), entdo A é a matriz nula.
b) Se A e B sdo ndo nulas e tais que AB €é a matriz nula, entdo det A =detB=0.

RESOLUCAO:
a)
d;1 4 a3

Seja A=|a, @, ay |, cOmo AX =05,, VXeM,,(R), entdo

QD
W
=
QD
w
N
QD
W
@
I — |

an a;p ap||1] |0 a 0
8y 8pn ay||0|=|0|=]ay |=|0|=a; =28, =2a3=0
|83 agp ag ] |0] [0] [ag 0
lay &, a | [0] [0]  [ap 0
8y 8xp ay||l|=|0|=|ay|=|0|=a,=ay=2a3=0
|83 agp ag ]| [0] [0] [ag 0
ay A, ag|[0] [0] [ay 0
Ay Ay Ay | |0|=|0]e]ay|=|0|ca3=0ay;=0a33=0.
Az 83 ag | [1] [0] [as 0
0 0O
Logo, A=|0 0 O]
0 0O

b) Supondo que detA =0, entdo existe A

AB=0=A1AB=A"'.0<1-B=0<B=0 (ABSURSO, pois B=0)

Logo, det A=0 e, analogamente, conclui-se que detB=0.

Note que essa proposicao estabelece que se uma matriz € um divisor da matriz nula, entdo o seu
determinante é nulo.

31) (ITA 2010) Um polindmio real p(x) = 25: a, X", com ag =4, tem trés raizes reais distintas, a, b e
n=0
C, que satisfazem o sistema
a+2b+5c=0
a+4b+2c=6
2a+2b+2c=5
Sabendo que a maior das raizes e simples e as demais tém multiplicidade dois, pode-se afirmar que
p(1) éigual a
a) 4. b) -2. c) 2. d) 4. e) 6.
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RESOLUCAO: a
Escalonando a matriz completa do sistema, obtemos:

1250 1 2 50 12 5 0
142 6|L,-L, ~|0 2 -3 6 ~lo0 2 -3 6
2 2 2 5/Ly-2L, (0 -2 -8 5)Ly+L, (0 0 —11 11

Assim, c=-1, 2b+3:6<:>b:§ ea+3-5=0< a=2.

A maior raiz € a=2, que tem multiplicidade 1 e as outras raizes sdo b :g e c=-1 que possuem
multiplicidade 2.
Como a; =4 € o coeficiente lider do polinémio p(x), entdo

3\? 3)?
p(x)=4(><—2)(><—§j (x+1)* e p(1)=4-(1—2)-(1—§j (1+D% =4,

32) (ITA 2010) Considere a matriz
a a a
A=10 a; as|eMys(R),
0 0 ag
em que a, =10, detA=-1000 e a;, a,, a3, a,, as € ag formam, nesta ordem, uma progresséo

aritmética de razdo d > 0. Pode-se afirmar que % é igual a
a) —4 b) -3 c) -2 d) -1 e) 1

RESOLUCAO: d

a a ag
A é matriz triangular superior =det A=|0 a, as|=a;-a,-ag=-1000
0 0 ag
Assim, temos:
(10-3d)-10-(10+2d) = —1000 <> 3d* +5d ~100 =0 < d =—? v d=5
a, -5
d>0:>d=5:a1=a4—3d:10—3-5:—5:>5=?=—1
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33) (ITA 2010) Sobre os elementos da matriz

X, X, Xz X4

Y1 Y2 Y3 ¥
A= 01 02 03 14 € Myyy (R)
1 0 0 O

sabe-se que (Xq,X5,X3,X4) € (Y1,Y2,¥3,Y4) sd0 duas progressdes geométricas de razéo 3 e 4 e de

soma 80 e 255, respectivamente. Entéo, det(A’l) e 0 elemento (A_l)zg valem, respectivamente,

a)ie12. b) —ie—lz. C) 1 el2. d) —iei. e)iei.
72 72 72 72 12 72 12
RESOLUCAO: ¢
Xy =3Xy, X3 =9Xq, Xy =27X; = X; +3X; +9X; + 27X, =80 < 40%x, =80 < X, =2
Y, =4y;, Y5 =16y,, y, =64y, =y, +4y; +16y, + 64y, =255 <85y, =255y, =3
X; Xy X3 X4 2 6 18 54
3 12 48 192
A= Yo Y2 Y3 Ya_
0O 0 o0 1 0 0 0 1
1 0 0 O 1 0 0 O
2 6 18 54
3 12 48 192 ° 18 >4 1 1
— detA= 1. (D" 12 48 192|=-72=det(A?) = -
0O 0 0 1 detA 72
0O 0 1
10 0 O
onde o determinante foi calculado aplicando-se o teorema de Laplace, na tltima linha.
. . . . 2 18 54
At — (A = (A )y =——(A) s = ——(A)y =——-(-D**?|3 48 192/-12
det A det A det A 72 10 o0

onde A’ é a matriz dos cofatores da matriz A .

34) (ITA 2010) Considere as matrizes A€ M,,,(R) e M,4(R)

a 1 b1 X bl
1 b
A= b a 0 ; X = y eB=| 2|
0 2 00 z b,
-a 2 b1 w b,

a) Encontre todos os valores reais de a e b tais que a equagdo AX =B tenha solucéo Unica.
b) Se a®~b*=0, a#0 e B=[112 4]t, encontre X tal que AX = B.
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RESOLUCAO:
a) Para que o sistema AX =B tenha solucdo Unica, devemos ter det A = 0.
a 1 b1
a b 1
b 1 a 0® 2+3 2 w2 a2 K2 2
detA=| = 0 o J=2(-D7 b a 0|=-2-(a® +b>+a’ ~b?)=—4a> 20 a0
-a b 1
-a 2 b1

(*) teorema de Laplace na terceira linha do determinante.
Logo, para que a equacdo AX =B tenha solugdo Unica, devemos ter a=0 e b um ndmero real

qualquer.
b)
Escrevendo a equagdo matricial na forma de um sistema linear, temos:

ax +y+bz+w=1 y=1 y=1

bx +y+az =1 ax+1+bz+w=1 ax+bz+w=0
= =
2y =2 bx+l+az=1 bx+az=0
—axX+2y+bz+w=4 —-ax+2-1+bz+w=4 —axX+bz+w=2

(La-L2) |ax + bz +w =0 =0 |X=-1/a
bx+az=0 < z=(-b/a)-(-1/a) =b/a?

—2aX =2 w=-a-(-1/a)—b-(b/a?) =(a? —b?)/a?
t
az—b2=0:>W=O/\z:%zizlzxz[—1 p L 0}
a b b a b
X+2y+3z=a
35) (ITA 2011) O sistema y+2z=Db
3X-y-5cz=0

a) é possivel, Va,b,ceR.

b) é possivel quando a=7—: ou c=1.
c) é impossivel quando c=1, Va,beR,.
d) é impossivel quando a;«t?—;, vcelR.
e) é possivel quando c=1 e a¢7—3b.

RESOLUCAO: b
Escalonando o sistema, temos:

X+2y+3z=a X+2y +32 =a X+2y +32 =a
y+2z=b -~ y+2z2=>0b ~ y+2z2=>0b
3x-y-5cz=0 |-7y+(-5c-9)z=-3a 5(1-c)z=-3a+7b

Se 1-c#0< c#1 entdo o sistema é possivel e determinado.
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Sel-c=0<c=1le -3a+7b=0<=a =7—;, entdo o sistema é possivel e indeterminado.
Sel-c=0«<c=1le -3a+7b=0<a ¢7—:, entdo o sistema € impossivel.

Logo, o sistema é possivel quando a = 7—3b ou c=1.

36) (ITA 2011) Considere as afirmacdes abaixo:
I. Se M é uma matriz quadrada de ordem n >1, ndo—nula e ndo—inversivel, entdo existe matriz ndo—

nula N, de mesma ordem, tal que M-N é matriz nula.
I1. Se M é uma matriz quadrada inversivel de ordem n tal que det(M? —M) =0, ento existe matriz ndo—
nula X, de ordem n x 1, tal que MX = X.

cos0 —sen o
Il. A matriz ¢ inversivel, Vv T krn, keZ.
tg 0 1—25en29 9¢2+ n, ke
seco
Destas, €(sdo) verdadeira(s):
a) apenas 1. b) apenas | e 1l. c) apenas | e llI. d) apenas Il e lll.  e) todas.

RESOLUCAO: e
| - VERDADEIRA
Como M é ndo inversivel, o sistema linear homogéneo M- X, ; =0,.4, onde O, representa a matriz

nula nx1 é possivel e indeterminado, logo admite pelo menos uma solugédo X; ndo nula.

Basta tomar a matriz N, cujas colunas séo todas iguais a X;, e teremos M-N =0, e N néo nula.

Il - VERDADEIRA
Se M é uma matriz inversivel de ordem n, entdo det M = 0.

det(M? —M) =0 det[M(M—1,)]=0< detM-det(M—1,)=0< det(M—1,)=0
Isso implica que 1 é autovalor de M, logo existe X,.; ndo nulatal que M- X=1.X< M- X=X
111 - VERDADEIRA

nxn

Se 9¢g+ kn,keZ, entdo tg0 e secO estdo definidos.

cos0 —-seno 0 a6
det| tg0 20 :cose-(l—ZSenz—)—(—sene)-g—:cose-cose+sen6-sen6=
E 1-2sen“— 2 seco

=c0s?0+sen’0 =10
Logo, a matriz é inversivel.
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37) (ITA 2011) Determine todas as matrizes M € M, (R) tais que MN=NM, YN eM,, (R).

A0
RESPOSTA: M = {O }J =A-I,,, 0onde I,,, é amatriz identidade de ordem2e AeR.

RESOLUCAO:

) a b Xy «
Sejam M = e N= , entao
c d z w

MN = a b||x y| |ax+bz ay+bw
e d||z w| |cx+dz cy+dw
NM = X y||a b _|ax+cy bx +dy
z w||c d az+cw bz+dw

ax + bz ay+bw}_{ax+cy bx+dy}

MN =NM, VN eM,,,(R)=
cX+dz cy+dw az+cw bz+dw
ax+bz=ax+cy < bz=cy
ay+bw =bx+dy < bx+(d-a)y-bw=0 [b=c=0
& &
cx+dz=az+cw < cx+(d-a)z—cw=0 a=d

cy+dw=bz+dw < cy =Dz

A
Logo, as matrizes sdo M = {0 }: A-I,.,,0nde I, ., €amatriz identidade de ordem2e A€ R.

A

38) (ITA 2012) Considere a matriz quadrada A em que os termos da diagonal principal séo 1, 1+ X,
1+Xy, ..., 1+x, e todos 0s outros termos séo iguais a 1. Sabe-se que (Xy,X,,...,X,) é uma

< - S 1 < 2 . .
progressao geometrica cujo primeiro termo € E e a razdo é 4. Determine a ordem da matriz A para

que o seu determinante seja igual a 256.

RESOLUCAO:
1 1 1
(1+x)-11  1-11 .. 1-11
1 1+x, 1
™ 1-1.1 (1+x,)-11 - 1-11
detA=1 1 1+x, -~ 1 |= : ; N : =
o 1-11 1-11 - (1+x,)-11
1 1 1 - 14X,
Xl 0 0
0 X 0
=l. . L |=X Xy X, =256
0 0 e X,

(*) Regra de Chi6
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x - N 1 <
O produto dos termos da progresséo geométrica (X, X,,...,X, ) de primeiro termo x; = > e a razéo

n E 1 2 % E 2
q =4 é Pn =(X1'Xn )E =(X12 ,qn—l)z _ (Ej _4n—1 :(22n—4)2 =2(n—2)n —_on —2n.

. . An2-2n 8 2 2 . ,
Assim, temos: 2 =256=2°=n“-2n=8<=n“-2n-8=0<n=-2(ndo convém) v n=4.

Logo, a ordem da matriz Aé n+1=4+1=5.

39) (ITA 2012) Seja n um namero natural. Sabendo que o determinante da matriz

n log, 2 —IogZ%

A={n+5 logz3" log,243

1
-5 logs— -log; 25
I Os 105 gs |
é igual a 9, determine n e também a soma dos elementos da primeira coluna da matriz inversa A

RESOLUCAO: 3e -1
n log, 2 —IogZ%
detA=n+5 logy3" log;243|=n+5 n 5|=| 0 n 5]=
1 -5 -3 -2 0 -3 -2

-5 logs— -—log: 25

95125 Os
n 5

2‘:(n—z)(—2n+15):9<:>2n2—19n+39:0<:>n:§ v n=3

=(n-2)

(*)C, —>(C,-C,-C5), onde C, éa k-ésima coluna do determinante.

3 1 1
NeN=>n=3=>A={8 3 5
-5 -3 2

Seja (X);; o elemento da linha i e coluna j, X' a matriz transposta e X' a matriz dos cofatores,
respectivamente, de uma matriz X .

_ 1 t 1 1 1|3 5| 1
(A1) =—— (A" )y =—— (AN ==-(-D"". ==.9=1
H detA( b detA 79 -3 -2 9

_ 1 t 1 1 14218 5 1

Al), = AA) )y =—— (AN ==-(-D - =—2.9=-1
(A7) detA( e detA 79 5 —2‘ 9

_ 1 t 1 1 43 (8 3| 1

Ay =——((A) )y = —— (A ==-(-D". =2.(-9)=-1
(a%)n detA( e detA P9 5 —3‘ g Y

Logo, a soma dos elementos da primeira coluna da matriz Al é
(A D)y +(A Yy +(A )y =14+ (=D +(-D =-1.
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Note que os elementos da primeira coluna da matriz A séo os cofatores da primeira linha da matriz
A divididos pelo determinante de A .

40) (ITA 2013) Considere A e M, . (R) com det(A) =+/6 e a.e R\{0}. Se det(aA'AA!) =6 02,
ovalorde a é

a)% b)% c)@ d) 1 e) V216

RESOLUCAO: ¢

A matriz A'AA" é de ordem 5 e, portanto, o determinante de um escalar vezes essa matriz é igual ao
escalar elevado a quinta poténcia multiplicado pelo determinante da matriz. Assim, temos:

a0
det(0A'AAY) = /6 0 = o -det(A'AAY) =6 o? det(AtAAt)zig.
a
Considerando o teorema de Binet e também que det(A!) =det A, temos:
det(AtAAt)=£§<:>det(At)-detA~det(At)=£§<:>detA~detA-detA=£S<:>(detA)3=£§.
a a a (0

J6 3 6 1 1 336
C det A =+/6, temos(detA)* =2 6) =— S-= - 7"
0mo ae \/_ emos ( ) a3(:>(\/_) 0L3<:>0c 6<:>0L % s

41) (ITA 2013) Considere o sistema nas variaveis reais x e y:
Xseno +3ycosa =a
Xcoso+ysena=b '’

com o e [Og[ e a,b eR. Analise para que valores de o, ae b o sistema é (i) possivel determinado,

(if) possivel indeterminado ou (iii) impossivel, respectivamente. Nos casos (i) e (ii), encontre o
respectivo conjunto solucéo.

RESOLUCAO:

. xseno +3ycosa =a
Vamos escalonar o sistema: .
Xcosa+ysena=bh

Substituindo a segunda equacéo pela primeira multiplicada por cosa. menos a segunda multiplicada
por sena, vem:

{xsen a+3ycoso=a

y(3cos? o —sen? ) =acosa—bsena
Para explicitar x, podemos, no sistema inicial, somar a primeira equacgdo multiplicada por seno com
a segunda multiplicada por (-3cosa.). Assim, (sen? o.—3cos? o) x =asen o —3bcosa.
(i) sistema possivel e determinado

1 1
3c0s2 0. —sen? o, = 0 < 3cos? o, — (1—cos? oc)¢0<:>4cosza—l¢0<:>coszoc;tz<:>Cosoc;ti§
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T T
ac|0,—-| D>a-—
{ 2[ 3

aseno—3bcosa e vo acoso—bsena

y= .
sen? o —3c0s% o 3cos® o —sen’ a

O conjunto solucéo ¢é dado por x =

(ii) possivel indeterminado
3c0s2 o.—sen? o= 0 <> 3c0s2 o.—(1—cos? o) = 0 <> 4cos? o.—1= 0 <> cos® o :%<:> cos o =J_r%

T T
ae|0,=] D>a=—
{ 2{ 3

a
aCOSa—bsena:Otha:E

©%=tgg=\/§©a=b\/§

Nesse caso, 0 sistema resultante e o seu conjunto solucdo sdo
{\Ex +3y = 2J3b

X+ \/§y =2Db
(iii) impossivel

& (xy)=(2b-+Bt,t), teR.

3c0s2 o.—sen? o, = 0 < 3cos? o, — (1—cos? oc)=0<:>4C0520L—1:0<:>C0520c:%<:>cosoc=i%
ae[oﬁ[:azz
2 3

acow—bsena¢0<:>%¢tga=tgg=\/§<:>a¢b\/§

42) (ITA 2014) Considere as seguintes afirmagdes sobre as matrizes quadradas A e B de ordem n, com
A inversivel e B antissimétrica:

I. Se o produto AB for inversivel, entdo n € par;

I. Se o produto AB ndo for inversivel, entdo n é impar;

I11. Se B for inversivel, entdo n é par.

Destas afirmac0es, € (sdo) verdadeira(s)

a) apenas |. b) apenas | e I1. c) apenas | e Il d) apenas Il e Ill.  e) todas.

RESOLUCAO: ¢
I. VERDADEIRA
Sendo B antissimétrica, entdo temos:

B=-B" = detB=det(-B")=(-1)"-det(B") =(-1)" det B
Assim, se n for par a igualdade acima é sempre verdadeira, mas se n for impar, temos
detB=—detB< detB=0.

Sendo assim, se AB for inversivel, entdo det(AB) =0 <> det A-detB = 0.
Como A é inversivel, entdo det A =0 e devemos ter também det B =0 o que s6 ocorre se n € par.
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Il. FALSA

i 0 0 . . . ]
Contra exemplo: Seja B = [0 0} uma matriz antissimétrica e A uma matriz inversivel qualquer 2x 2,

00 : ] s
entdo o produto AB = {0 0} ndo é inversivel e n =2 ndo é impar.

I1l. VERDADEIRA
Se B for inversivel, entdo det B =0, logo n ndo pode ser impar, o que implica n é par.

X+1 X
1 -11
43) (ITA 2014) Sejam A =[y « J e B=|y—2 y | matrizes reais tais que o produto AB é uma
z+3 z

matriz antissimétrica. Das afirmac6es abaixo:
I. BA € antissimétrica;
Il. BA ndo € inversivel;

1. O sistema (BA)X =0, com X' =[x, X, X;], admite infinitas solugses,

é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas | e Il. b) apenas Il e Ill.  c) apenas I. d) apenas II. e) apenas IlI.

RESOLUCAO: b

x+1 X
1 11 X—-Y+2+6 X-y+z
AB = ly-2 y|=
y —x 1 2X+y+z+3 z
z+3 2z
Como AB ¢ antissimétrica, temos:

z=0
2X+y+z+3=—(X-y+z)=x=-1
X—Yy+2+6=0X-y=-"-6=-1-y=—06<y=5

0 -6
= AB =
6 0
1 -1 1 1 11
= A= =
y -x 1 5 1 1
X+1 X 0 -1
=>B=|y-2 y|=|3 5
Z+3 2z 3 0
. FALSA
0 -1 -5 -1 -1
1 11
BA=|3 5-{ }=2828
5 1 1
3 0 3 -3 3

Logo, BA ndo € antissimétrica.
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Il. VERDADEIRA
-5 -1 —

detBA={28 2 8|=-30-24+84+6+84-120=0
3 -3 3

Logo, BA ndo é inversivel.

I1l. VERDADEIRA

Como det(BA) =0, o sistema homogéneo (BA)X =0 nao é de Cramer e, portanto, sera possivel e
indeterminado, o que implica que admite infinitas soluces.

44) (ITA 2014) Seja M uma matriz quadrada de ordem 3, inversivel, que satisfaz a igualdade
det (2M?) —det (32M°) = Sdet (3M).
Entdo, um valor possivel para o determinante da inversa de M é

1 1 2 4
a) 3 b) > c) 3 d) A e)

RESOLUCAO: a
det(2M?) = 23 det (M?) =8(det M)*

det (32 M%) =(¥2)” det (M) = 2(det M)?
Sdet(BM):§-33 det M =6det M

det (2Mm2) —det (32 M?) =§det(3M) < 8(detM)’ —2(detM)® =6det M

& 2detM-((detM)? —4detM+3) =0 <> detM =0 det M =1v det M =3
Como M ¢ inversivel, entdo detM =0, o que implica detM =1 ou detM =3.

O determinante da inversa de M é detM™ = ﬁ que pode ser igual a 1 ou a %
e

Ze—Zt _62t _1
45) (ITA 2014) Considere a equacdo A(t)X=B(t), teR, em que A(t)=| -1 1 1],

-3 1
X e'
X=|y| e B(t)=|—/2|. Sabendo que detA(t)=1 e t=0, os valores de X, y e z sio,
z 0

respectivamente,
a) 24/2, 0, -3J2. b) 242, 0, -3J2. c) 0, 3V2, 242.
d) 0, 243, /3. e) 243, —/3, 0.
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RESOLUCAO: b
2e—2t _e2t _l
detA(t)=| -1 1 1|=4e2+3e?+1-3-2e2 -2 =e? 1 2e?'—2=1
-3 1 2

2
ce? 2 320 (") 32 12=0c e =1ver =25 t=0vt=In2
e

Como t =0, entdo t=In2 e e* =2.
Assim, o sistema linear na forma matricial é dado por:

1 2 A[x] | Y2 | 1 2 -1[x] [+2
-1 1 1||yl=|V2|<|0 -1 0||ly|=| O
-3 1 2||z 0 0 5 -1||z 32
y=0
By-z=32=z=-32
x—2y—z:\/§:>x+3\/§:\/§<:>x:—2«/§
Portanto, temos (X,y,z)=(-2+/2,0,-3v2).

46) (ITA 2014) Considere o sistema linear nas incognitas X, y € z
X + y+ 2z2=0
—x+  (sen®)y+ 4z=0, 0¢€[0,2n]..
2X+(1-c0s20)y+16z=0

a) Determine 0 tal que o sistema tenha infinitas solugoes.
b) Para 6 encontrado em (a), determine o conjunto-solucdo do sistema.

RESOLUCAO:

a) Observemos inicialmente que 1—cos260=2sen®6. Assim, podemos efetuar essa substituicdo na
ultima equacdo do sistema e o sistema resultante sera dado por

X+y+2z=0
—X+(sen0)y+4z=0

2x +(2sen?0)y +16z =0
Esse sistema € um sistema linear homogéneo, cuja matriz incompleta é

1 1 2
A=|-1 sen0 4 |.
2 2sen’0 16

Se det A =0, o sistema é de Cramer e admite apenas a solug&o trivial S= {(0, 0, O)}.
Se det A=0, o sistema ¢ possivel indeterminado e admite infinitas solucoes.
Assim, para que o sistema tenha infinitas solucgdes, devemos ter
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112, |11,
detA=0<|-1 sen® 4|=4.] -1 sen®0 2|=4-(sen0+1)(2+1)(2—-sen0)=0
2 2sen’0 16 (-1)° sen?@ 22

<12(sen0+1)(2—sen 0)=0c>sen9=—1<:>6=3?n

Observe que em (*) colocamos 2 em evidéncia na terceira coluna e na terceira linha e em (**)
utilizamos a formula do determinante da matriz de Vandermonde.

b) Na letra a), 0 angulo 6 obtido satisfaz sen© =—1. Assim, o sistema resultante é
X+y+2z=0
—X—-y+4z=0
2X+2y+16z2=0

Vamos escalonar o sistema.

X+y+22=0 X+y+2z2=0 X+y=0 X=t
—X-y+4z=0 —LXLEE 5 167=0 RO A2 ,02=0  —>{y=-x=-t, teR
2X+2y+162=0 12z=0 0=0 z=0

Assim, o conjunto soluco do sistema é S={(t,~t,0); teR}.

47) (ITA 2015) Seja A =(a;; )5X5 a matriz tal que a;; = 27(2j-1), 1<i,j<5. Considere as
afirmacdes a sequir:
I. Os elementos de cada linha i formam uma progressao aritmética de razio 2'.

I1. Os elementos de cada coluna j formam uma progressdo geométrica de razéo 2.
I1l. tr A é um ndmero primo.

E (s&0) verdadeira(s)
a) apenas |. b) apenas | e I1. c)apenas Il elll. d)apenaslelll. e)l llelll

RESOLUCAO: e

I. Os elementos de cada linha i formam uma progresséo aritmética de razdo 2'. (VERDADEIRA)
a; =2"(2j-1)

) = 27 (2(j+1)-1)=2""(2j+1)

a5~ = 2 (2j+1-2j+1) =2

ai(

Portanto, a diferenca entre dois elementos consecutivos da linha i é constante e igual a 2', entdo

esses elementos formam uma progressao aritmética de razéo 2!,
I1. Os elementos de cada coluna j formam uma progressao geométrica de razéo 2. (VERDADEIRA)

aij = 2i_l(2j—l)

i) = 2 (2j-1)=2'(2j-1)

i _ 2(2i-1) _,
a;  27(2j-1)
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Portanto, a razao entre dois elementos consecutivos da coluna j é constante e igual a 2, entdo esses
elementos formam uma progressao geométrica de razéo 2.
I11. tr A é um namero primo. (VERDADEIRA)

5 5 .
trA=Ya; =>2"(2i-1)=2°1+2".3+22.5+23.7+2*.9= 227 que é primo.
i=1 i=1

48) (ITA 2015) Considere a matriz M = (mij)zx2 tal que my; = j—i+1, I, j=1,2. Sabendo-se que

LI 10
det| 3 M*—n =252,
k=1 11
Entdo o valor de n € igual a

a) 4 b) 5 c)6 d)7 e) 8

RESOLUCAO: ¢

1 2
=M=
ot

VVamos estudar as primeiras poténcias de M e tentar estabelecer um padréo.

ve_| L 2][1 2 _[1 4}
0 1][0 1] |0 1
M3:‘1 411 2| _[1 6}
0 1/]/0 1| |0 1
M4:'1 6] [1 2‘='1 8}
0 1/|0 1] |0 1

Isso permite supor que MK = } vk e N”. Vamos demonstrar isso por inducéo finita.

0 1

o . 1 2|1 21
1°) A proposicao é verdadeira para n =1: M{O 1}{0 1 }

. . . K |12k
2°) Hipotese de inducdo: M" = 0o 1l
3°) Vamos demonstrar que a proposicéo é verdadeira para n =k -+1:
MK — MK M = 1 2k|[1 2] [1 2+2k]_[1 2(k+1)
0 1(|0 1 0 1 0 1
Logo, a proposicao € verdadeira para qualquer inteiro positivo.

Vamos usar esse resultado para obter uma expressao geral para a matriz cujo determinante precisamos
calcular.

n
noo 0l 2k kéll Zélk n n(n+1)
k=1 k2|0 1 0 il 0 n
k=1
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n 10 n n(n+l n 0 0 n(n+l
2 i_pt O]_[n n(+D] [0 0] o n(n+D)
k=1 11 0 n n n -n 0

10
det(iMk—nL 1D:de{o n(n0+1)}=252<:>nz(n+1)=252:62-7

k=1 -Nn

neN =n=6

49) (ITA 2015) Sejam o e  numeros reais ndo nulos. Determine os valores de b, c, d, bem como a

relacdo entre o e B para que ambos os sistemas lineares S e T a seguir sejam compativeis
indeterminados.

S 2X+ by =a - cX+3y=a
cX+y=p 4x+dy =
RESOLUCAO:
Para que S seja compativel (possivel) e indeterminado, devemos ter 2 = ? = %.
C
Para que T seja compativel (possivel) e indeterminado, devemos ter % = g = %.
2 b ¢ 3 2
>—=—=—=—=C"=8&Cc=42V2
c 1 4 d V2
= E = 3 — 2 b = iﬁ
1 ¢ +22 2
3 ¢ 22
—=—= d=+3v2
d 4 4 V2
o 2 2 2
—_—= = = i—
B c 22 2

(b,c,d,% e{(%,zﬁ,sﬁ,%];(—g,—zﬁ,—sf,—%)}

50) (ITA 2016) Se o sistema de equacbes

X+y+4z=2

X+2y+72=3

3X+y+az=»hb
é impossivel, entéo os valores de a e b sdo tais que
a) a=6¢e b=4. b) a=6 e b=4. c)a=6¢e b=4.
d)a=6e b=4. e) a é arbitrarioe b = 4.
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RESOLUCAO: a

X+y+4z=2 X+y+4z=2 X+y+4z=2
L2«L2-L1 L3«L3+2:L2

X+2y+7z2=3 ~ y+3z=1 ~ y+3z=1
L3«L3-3L1

3X+y+az=b -2y+(a-12)z=b-6 (a—6)z=b-4

Para que o sistema seja impossivel, devemos ter
a—6=0<a=6eb-40<b=4.

1 -1 2 1 N T Ay 4
51) (ITA 2016) Se M = 2 0 e N= 13 , entéio MN' —M™N éigual a
3 .3 3 1 3 1 3 .3 3 1
3) 2 2 b) 2 2 0 2 2 d) 2 2 &) 2 2
5 3 7.3 135 13 3 13 3
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

RESOLUCAO: ¢

111 12 45" - T |0 1
M{l ‘}:Mu 1 { D0 (-1 .2} 10 _2} |72
2.0 detM | _p*t.(-) (-p*?.@| 211 1 4 1
T2
o 1 | 13] 3 1
MNT—M_lN:F —1}{2 —1}_ 2 {2 1}:{1 —4}_ 2 2|_|2 2
2 0J[1 3] |  1|[-1 3] |4 2| 5 1| |18 5
2 2 2] L2 2

10
52) (ITA 2016) Seja A a matriz de ordem 3x2, dadapor A={0 1.
11

a) Determine todas as matrizes B tais que BA =1,.

b) Existe uma matriz B com BA =1, que satisfaca BB = I,? Sesim, dé um exemplo de uma dessas
matrizes.

RESOLUCAO:
. . by by, by
A matriz B deve ser de ordem 2x3. Seja B= , temos:
by by by
BAzlzc{bn by, b13] 01 :{1 0}3 by, +by3=0
by by by 11 01 by +by3 =0

A sistema acima € equivalente a dois sistemas de 3 varidveis e 2 equacgdes indeterminados. Assim,
fazendo b;; =a e b,; =b, temos:
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by, =1-bjz3=1-a
b, =-bj3=-2a
by =—hy =-b
by, =1-byy =1-b
l1-a -a a
-b 1-b b
l-a -a
-b 1-b

Portanto, as matrizes B sdo dadas por B :{

a
b) Devemos procurar por uma matriz B da forma B :{ b}’ tal que BB' = l5.

l-a -b

T l-a -a a 10
BB =1, & 1 —a 1-b|= =
b 01

(1-a)" +(-a)’ +a’ =1 3% -2a=0ca=0 v a=>
(1-a)(-b)+(-a)-b)+ab=0 _ 3
(—b)(1-a)+(1—b)(~a)+ab=0

(-b)* +(1-b)* +b? =1

a+b=3ab

3b?-2b=0<b=0 v b:%

. « n : . 2
Considerando a segunda equac&o, as solucdes do sistemasdo a=b=0 ou a=b= 3

1 2
. . T 100 3 3
Portanto, as matrizes que satisfazem a condicéo pedida sdo B = 01 0 e B= ) 1
'3 3
53) (ITA 2017) Considere o sistema de equacdes
1 27 8
—+—2+—3:3
X y Z
S ﬂ+8—;+4—g:10
X y Z
2 54 24
—+—2+—3 = 7
X y Z
Se (x,y,z) é uma solucdo real de S, entdo |x|+|y|+|z| é igual a
a) 0 b) 3 c)6 d)9 e) 12

RESOLUCAO: ¢

Sejam a= 1, b= 21 e c=—, entdo o sistema pode ser escrito na forma:
X yz /3
a+b+c=3
S{4a+3b+5c=10
2a+2b+3c=7

] onde a e b sdo numeros quaisquer.

WIN W|N
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Fazendo L2-3-L1e L3-2-L1, temos:
a+b+c=3=b=3-(-1)-1=3
Sja+2c=1=a=1-2.1=-1
c=1
Retornando a substituicdo inicial, vem:

E:a:—1<:>x:—1

X
2—Z=b:3<:>y2=9<:>|y|=3
y

8 3
—3=C=1C>Z =8<2z=2
z

= Ixl+|y|+|zl =-1+3+2=6

1 00 7 0 2

54) (ITA 2017) Sejam D=|0 2 0| e P={0 1 0| Considere A=P7DP. O valor de
0 0 3 2 05

det(AZ 1 A) 6

a) 144 b) 180 c) 240 d) 324 e) 360

RESOLUCAO: a
det(A2+A)=det(A-(A+1))=detA-det(A+1)=6-24=144

det A =det(P'DP) = det (P1) - det D - det P =$-detD.detP —detD=6
det(A+1)=det(P'DP+P2P) =det (P (D+1)-P) = det(P1)-det (D+1)-detP =

1 det(D+1)-detP=det(D+1)=24
detP

1 00
detD=det|0 2 0|=6
00 3
2 00
det(D+1)=det|0 3 0|=24
00 4

55) (ITA 2017) Determine todos os valores reais de a para 0s quais 0 seguinte sistema linear é
impossivel:
X+ay+z=2
—X—-2y+3z=-1
3X+az=>5
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RESOLUCAO:
Para que o sistema seja impossivel, ele ndo pode ser de Cramer, entdo o determinante da sua matriz
incompleta deve ser nulo.

1 a 1

1 2 3=0<-2a+9%+6+a’=0=a’+7a+6=0<a=-1va=—6
3 0 a

Para a=—1, o sistema pode ser reescrito como:

X=Y+2=2 oo |[XTYYZT2 giiaie (XTYFZS2

-X—-2y+3z=-1 s o -3y+4z=1 ~ -3y+4z=1
L3¢ L3-3L1

3x-z=5 3y—4z=-1 0=0

Analisando a forma escalonada do sistema, concluimos que ele é possivel e indeterminado.
Para a =—6, 0 sistema pode ser reescrito como:

X=6y+2=2 | g |XTOYFTZ=2 o g [X7OY+Z=2
—X—-2y+3z=-1 e Cas -8y +4z=1 e -2y+z=1/4
L3«L3-3L1 L3«L

3x-6z=5 18y -9z =-1 < 2y—-z=-1/9
Lactai |XTOY+Z=2
~ —2y+z=1/4
0=5/36

Analisando a forma escalonada do sistema, concluimos que ele é impossivel.
Logo, o sistema é impossivel apenas para a = —6.

56) (ITA 2018) Sejam Xq,...,X5 € Yj,..., Y5 NUMeros reais arbitrarios e A=(aij) uma matriz 5x5

definida por aj; =X; +yj, 1<i,j<5. Ser € a caracteristica da matriz A, entdo o maior valor possivel

deré
a) 1. b) 2. c) 3. d) 4. e) 5.

RESOLUCAO: b
(X1 tY1 XgtYy Xp+Y3 Xp+Ys X +Ys
Xg+Y1 Xp+Ya Xp+Y3 Xp+Ys Xp+Ys |PRCrEH
A=|X3+Yy1 Xz+Yp X3+Y3 Xz+Y4 X3+Ys e lai
XgtY1 Xg+Yo XgtY¥Y3 Xq+Yq Xg+Ys5 |L5<L5-L1
| X5+Y1 Xg+Yz Xg+Y3 Xg+Yq X5+Ys |
X1+Y1 Xg+Yy Xp+Yz Xg+Ys X +Ys |
Xog=X1 Xp=Xp Xp=X1 Xp=Xp X=X

~ X3—X1 X3—X1 X3—X1 X3—X1 X3—X1
Xg—=X1 Xg—=X1 Xg—=X1 Xg4—=X1 Xg4—Xq

X5—X1 X5—X1 X5—X1 X5—X1 X5—X1_

Qualquer subdeterminante 3x3 de A tem duas linhas proporcionais e, portanto, é nulo. Logo, a
caracteristica de A ndo é maior que 2.
Vamos tentar identificar um subdeterminante de A de ordem 2 e ndo-nulo.
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X1t1 X1+Yy»
=(X» —X .
Assim, se x; # X, € y; # Yo, entéo a caracteristica da matriz A é r =2 que € o maior valor possivel.

X1+y1 X1+Y»

Xo—X; Xop—Xq =(X2=%1)-(Y1-Y2)

57) (ITA 2018) Sejam A e B matrizes quadradas nxn taisque A+B=A-B e |, éamatriz identidade

nxn. Das afirmacdes:
I. 1, —B éinversivel;

I. 1, —A éinversivel,

. A-B=B-A

é (sdo) verdadeira(s)

a) somente I. b) somente 1. c) somente 11
d) somente I e 11l e) todas.

RESOLUCAO: e

I. VERDADEIRA

A+B=A-B&A-B-A-B+1, =1, <(1,-A)(l,-B)=1,
Logo, I, —B éinversivel e suainversaé I, —A.

Il. VERDADEIRA
Vide desenvolvimento de I.
I1l. VERDADEIRA

(1, -A)(1,-B)=1, < (1,-B)(I,-A)=1, <1, ~A-B+B-A=1,
<B-A=A+B=A-B

X+y+z =0
58) (ITA 2018) Se o sistema 2a2y+(2a4 ~a)z=0 admite infinitas solucdes, entdo 0s possiveis

x+ay+(a®-1)z =0
valores do pardmetro a sao

a0, 1 “1o¥3 L3 0o, 1, 1=V3 14438
2 2 2 2
0) 0, -1, _“2*/5, 1+2‘/§. d) 0, -1 —1-3, —1++/3.

€) 0, -1, 1-+/3, 1++/3.

RESOLUCAO: b
Um sistema homogéneo admite infinitas solucBes se, e somente se, 0 determinante da matriz
incompleta € nulo (ndo € de Cramer).

1 1 1
detA=|0 2a® (2a*-a)=0.
1 a (a1

Vamos aplicar a regra de Chio ao determinante anterior.
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2a° 2a*-a
det A = =0 2a% -3’ —a=al2a®-3a-1)=0
a-1 a®-2
oal2a®-2a-a-1)=0=af2a(a+D(a-1)—-(a+1)]=0
+
oala+1)(2a®-2a-1)=0<a=0v a=-1v a=1_2\/§
x x> x°
. . 2 3 4 L .
59) (ITA 2018) Considere a matriz A = s 4 gl x eR. Se o polinémio p(x) é dado por
-2 2 1 1
p(x) =det A, entdo o produto das raizes de p(x) é
1 1 1 1 1
a) —. b) =. c) —. d) =. e) —.
) 2 ) 3 ) 5 ) 7 ) 11
RESOLUCAO: d
x x> x
p(x)=detA= 1 23 4
-1 3 4 5
2 2 1 1
Vamos aplicar a regra de Chié usando como referéncia o elemento 8, =1.
x-2 x>-3 x3-4 Xx-2 x?>-3 x3-4
p(x)=(-D*".|3+2 443 5+4|=—| 5 7 9 -
L3«L3-L2
2+4 1+6 1+8 6 7 9
x-2 x?-3 x3-4
=—| 5 7 9
1 0 0
Desenvolvendo o determinante por Laplace na linha 3, temos:
3 [x2-3 x3-4 2 3 3 gy2
p(x)=-1.(-1)*". =—(9x?-27-7x3+28) = 7x® —9x* —1.
« : ] 3 au2 4 s (-1 1
Pelas relagGes de Girard, o produto das raizes de p(x)=7x>—-9x°—1¢ 03:T=7.
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60) (ITA 2018) Uma progressdo aritmética (al,az,...,an) satisfaz a propriedade: paracada ne N, a

Q a; a3
soma da progressao é igual a 2n2 +5n. Nessas condicOes, o determinante damatriz | a, a; ag
a;+2 ag aq
€
a) —96 b) -85 c) 63 d) 99 e) 115
RESOLUCAO: a
Vamos, inicialmente, desenvolver o determinante, considerando que (a,,a,,...,a,) é uma P.A. de

razdo r e a expressdo do termo geral a, =a, +r-(n—p).

& A A, 1,0 ! a2 43
A=det| a a: a = a,—a Az —a, Aag—aq|=
4 5 96| 5 131 4T 52 dgTd3
a;+2 ag ag a;—a,+2 ag—ag ag—ag
a a, a a, a, a
! 2 3lgelsL2 |1 72078
=| 3r 3r = 3r1l 1 1
L2<L2/3r
3r+2 3r 3r 2 0 O

Vamos agora usar que a soma dos n primeiros termos da P.A. é S, = 2n2 +5n para calcular os trés
primeiros termos da progressao e sua razao.

S,=a,=212+51=7T<a, =7

S,=a,+a,=2-2°+5-27+a,=18<a, =11

r=a,—-a;=11-7=4

ag=a,+r=11+4=15

Assim, temos:
a, a, as 711 15,

A=3r-{1 1 1(=3-41 1 1|=3-4-(22-30)=-96.
2 0 O 2 0 0

Note que em (*) utilizamos a regra de Sarrus para calcular o determinante de ordem 3.

61) (ITA 2019) Assinale a opcao que identifica o lugar geométrico de todos os pares ordenados
(a,b) e R? que tornam impossivel o sistema linear

-X+5y =10
S: 2
(%+5b2]x+10aby:1

a) uma elipse b) uma reta C) uma parabola
d) uma hipérbole e) um dnico ponto
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RESOLUCAO: b

i - . -1 5 10
Para que o sistema seja impossivel, devemos ter

2 - :
a% | g2 10ab 1

A primeira igualdade resulta:

~10ab =a? + 25b? <> a? +10ab + 25b? =0 < (a+5b)° =0 <> a+5b =0.

= > # 10 = —i, que é sempre verdade, pois b € real.
10ab 10-(-5b)-b 1 100

Logo, o lugar geométrico de todos os pares ordenados (a,b) e R? que tornam impossivel o sistema

linear é representado “pela equacdo a-+5b =0, que é uma reta.

A desigualdade implica

62) (ITA 2019) Considere as seguintes afirmacdes a respeito de matrizes A de ordem nxn inversiveis,
tais que os seus elementos e os de sua inversa sejam todos numeros inteiros:

I. det(A) =1.

. AT=A"

Il A+A™ é uma matriz diagonal.
E(séo) sempre VERDADEIRA(S)

a) apenas |. b) apenas IlI. c) apenas |l e 1l.
d) apenas I e 1. e) todas.

RESOLUCAO: a

I. VERDADEIRA

Como os elementos de A e A™! sdo niimeros inteiros, entdo det(A) e det(A’l) também sdo nimeros
inteiros.

Sabemos que det(A™) = 1 det(A™)-det(A) =1.
det(A)

Como det(A) e det(A™) séo dois nimeros inteiros cujo produto é 1, entdo det(A) = det(A™) =1

ou det(A) =det(A) =—1. Portanto, |det(A)| =1.
Il. FALSA

Vamos apresentar um contraexemplo.

1

1
As matrizes A =
01

1 -1 . o
} e Al= {0 1 } sdo duas matrizes de elementos inteiros.

10 1 -1
A matriz transposta de A é AT = L J que é diferente de A™ = [O ) }

I11. FALSA

_ _ a bl 6 1 d -c
Para matrizes 2x 2, ainversade A = 6 A= )
c d] ab—bc|-b a

Vamos construir um contraexemplo, considerando a expressdo acima.
. 10 N 411 -1] 1 - 4 |2 -1 A 4 :
Seja A= , entdo A" == = e A+tA = , que ndo é uma matriz

11 110 1] [0 1 1 2

diagonal.
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63) (ITA 2020) Considere o conjunto M(n, k) de todas as matrizes quadradas de ordem nxn, com
exatamente k elementos iguais a 1, e os demais iguais a 0 (zero). Escolhendo aletoriamente matrizes
LeM(31) e ReM(4,2), aprobabilidade de que L2 =0 e R?=0 ¢ igual a
1 1 4 13 29

a) = b) = c) — d) — e) —

) 3 ) 5 ) 15 ) 30 ) 30
RESOLUCAO: b
As matrizes do tipo L e M(3,1) sdo matrizes quadradas de ordem 3 com todos os elementos nulos,
exceto um elemento que é igual a 1.

H4 9 posicdes para colocar o elemento 1, entdo #(Q)=09.
Veja os seguintes exemplos de produtos de matrizes do tipo L.

10 0[[100] 100
12=/0 0 0|{0 0 0|=|0 0 0|#0g4
0 0 0/]|0 0 0] [0 0 O
0 1 0][0 1 0] [0 0 0]
12=/0 0 0|-{0 0 0|=|0 0 0[=0g4
0 0 0/]{0 0 0] |0 O O]

Se o elemento igual a 1 esta na diagonal principal, L% 0. Se 0 elemento igual a 1 esté fora da diagonal
principal, L>2=0. Assim, hda 9-3=6 casos para 0Ss quais L>=0, o que implica
#(L2=0) _6_2

#Q) 9 3
As matrizes do tipo R € M(4,2) sdo matrizes quadradas de ordem 4 com todos os elementos nulos,

exceto dois que sao iguais a 1.

Ha C_'%G =16$ =120 posicdes para colocar os dois elementos 1, entdo #(Q) =120.

P(12=0)=

Para que R% =0, os elementos iguais a 1 nao podem estar na diagonal principal e, se a; =1, com

I # ], 0 segundo elemento igual a 1 ndo pode estar na linha j e nem na coluna i.

Veja o exemplo a seguir no qual az; =1 e ha um elemento igual a 1 na linha 1, a;, =1.
0100|0100 |0O0O0TO0

R2 = ¢O4><4

o - O
o O O
o O o
o O o
o - O
o O O

0
0
0

o O o
o O o
o - O
o O o
o O o

12-(12-3-3)

Assim, 0 numero de casos para 0s quais R2=0 ¢ #(R2 :0) =36, 0 que implica

#(Q) 120 10
Note que ha 12 posicdes fora da diagonal principal. Escolhido esse elemento ajj, com i # J (para que

o(R? —0) - #(R2=0) 36 3

esteja fora da diagonal principal), na escolha do segundo elemento ndo podemos usar as posi¢des na
linha j e na coluna i. Na linha j h4 3 posicdes fora da diagonal principal e na coluna i ha 3 posicdes
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fora da diagonal principal. Assim, teremos 12—-3—3 =6 posigdes para colocar o segundo 1. A diviséo
por dois é necessaria para desconsiderar a ordem da escolha.
A probabilidade de ocorréncia dos dois eventos independentes é

P((1220)~(R?=0))=pP(12=0).P(R%2 =0) = 23 1

310 5
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