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1) (ITA 2002) O seguinte trecho de artigo de um jornal local relata uma corrida
beneficente de bicicletas:

“Alguns segundos apos a largada, Ralf tomou a lideranca, seguido de perto por David
e Rubinho, nesta ordem. Dai em diante, eles ndo mais deixaram as primeiras trés
posicoes e, em nenhum momento da corrida, estiveram lado a lado mais do que dois
competidores. A liderangca, no entanto, mudou de maos nove vezes entre 0s trés,
enquanto que em mais oito ocasides diferentes aqueles que corriam na segunda e
terceira posicdes trocaram de lugar entre si. Apos o termino da corrida, Rubinho
reclamou para nossos reporteres que David havia conduzido sua bicicleta de forma
Imprudente pouco antes da bandeirada de chegada. Desse modo, logo atras de David,
Rubinho néo p6de ultrapassa-lo no final da corrida.”

Com base no trecho acima, vocé conclui que

a) David ganhou a corrida.

b) Ralf ganhou a corrida.

¢) Rubinho chegou em terceiro lugar.

d) Ralf chegou em segundo lugar.

e) Nao é possivel determinar a ordem de chegada, porque o trecho ndo apresenta uma
descricao matematicamente correta.



RESOLUCAO:
Representemos Ralf por 1, David por 2 e Rubinho por 3.

Em cada momento da corrida, a classificacdo € uma terna ordenada desses trés
nimeros, e a classificacdo inicial é dada por (1;2;3), denominada permutacdo
fundamental.

Permutacao fundamental: 1, 2, 3 par
1, 3, 2 impar
3,1, 2 par
3,2, 1impar
2,3, 1 par
2,1, 3 impar
Como a liderangca mudou de maos 9 vezes, e em mais 8 ocasidoes agueles que corriam

na segunda e terceira posicoes trocaram de lugar entre si, houve no total 17 inversoes
(trocas de posicOes nas ternas ordenadas).
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Como houve um numero impar de inversdes, a classificacdo final deve ser uma
permutacdo de classe impar, ou seja, (2;1,3), (1;,3;2) ou (3;2;1).

Na situacdo descrita, Rubinho chegou logo atras de David, portanto a classificacdo

final é (1,2;3) ou (2;3;1), que sdo ambas permutacdes de classe par, o que contradiz
nossa conclusao anterior.

Consequentemente, ndo € possivel determinar a ordem de chegada, porgue o trecho
ndo apresenta uma descricdo matematicamente correta.

Note que foi utilizado o teorema de Bézout que estabelece que uma permutacdo muda
de classe quando se troca a posicao de dois quaisquer de seus elementos.

RESPOSTA: e
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b
2) (ITA2006)Sedetfp g r|=-1entdoovalordodet|2p+x 2q+y 2r+z
y Z 3X 3y 3z

igual a:
a) 0

b) 4

c) 8

d) 12
e) 16
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RESOLUCAO:

—2a -2b  -2c @ a b C |»
det| 2p+x 2q+y 2r+z|=(-2)-3-det|2p+Xx 2q+y 2r+z|=
| 3X 3y 3z | X y Z |

a b C_(3) (a b c
= —6-det|2p 29 2r|=(-6)-2-det|jp g r|=-12-(-1)=12
Xy z| X Yy z

(1) Coloca-se —2 em evidéncia na primeira linha e 3 em evidéncia na terceira linha.
(2) Subtrai-se a terceira linha da segunda linha.
(3) Coloca-se 2 em evidéncia na segunda linha.

RESPOSTA: d
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3) (IME 2012) Séo dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3.
Sabe-se que o determinante de C vale (4—x), onde X é um ndmero real, o determinante

t
da matriz inversa de B vale —% e que (CAt) — P~'BP, onde P é uma matriz inversivel.

0 0 1

Sabendo que A=| 3 x 0|, determine os possiveis valores de x.
1 0 0

Obs.: (M)' é a matriz transposta de M.

a)—-le3

b)le -3

c)2e3

d)le3

e) 2e -3

7135



RESOLUCAO:

detC=4—-x

det(B‘l)ziz—1 < detB=-3
detB 3

(cat) =p18P = det(CA!) = det(P1BP) < det (CA!) = detP~L- det B- det P

o detC-det Al :ﬁ-detB-detP<:>detC-detA:detB

detB -3

< det A = =
detC 4-x

:i<:>—x=i<:>x2—4x+3:0<:>x=l vV X=3
X—4 X—4

det A =

L W O
o X O
o O BB

RESPOSTA: d
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4) (ITA 2008) Sejam A e C matrizes nxn inversiveis tais que det(l +C‘1A)=% e

t
det A =5. Sabendo-se que B= B(A‘JL + C‘l) , entdo o determinante de B é igual a
a) 3"
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RESOLUCAO:

det(l ; C‘lA) _ % N det(A—lA + C—lA) - %

N det((A‘1 T C‘l)A) _ % s det(A‘l N c—l) detA = %

< det(A+C) 5= % < det(A+C) :%

t

B= C%(A_1 + C_l) = detB = det{fﬂ(A_1 + C‘l)t} < detB=3" -det(A‘l + C—l)t

3”—1

< detB=3" -det(A‘1+C‘1)<:>detB:3“ -%@detB:
RESPOSTA: d
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5) (ITA 2013) Considere AeMe:(R) com det(A)=+/6 e aeR\{0}. Se
det(aA'AAY) =6 a2, o valor de o é

11/35



RESOLUCAO:

A matriz A'AA! é de ordem 5 e, portanto, o determinante de um escalar vezes essa
matriz € igual ao escalar elevado a quinta poténcia multiplicado pelo determinante da
matriz.

0
det (GATAAL) = VB o2 o o5 -det(ATAAL) = VB o2 o det(ALAAL) = £§
(04

Considerando o teorema de Binet e tambéem que det(At) =det A, temos:

det(AtAAt)=£S o det(At)-detA-det(At)=£§
(0 (0
o detA-detA-detA:£S = (detA)3 :£S.

o (00
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_ 3 /6 3 J6 5 1 1 ¥36
detA—\/g A\ (detA) —g (\/6) —?QOL —EC>0L % 5 .

RESPOSTA: c
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6) (IME 2019) Calcule o valor do determinante:

a) 1
b) 2
c)4
d) 8
e) 16

4 2 1
log81 log 900 log 300

(log9)° 2+4log3+2(log3)* (log3+2)°
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RESOLUCAO:

Observe gue o determinante parece o determinante de uma matriz de Vandermonde.
Vamos “ajeitar” os logaritmos para evidenciar 1sso.

4 2 1
A=| log81 log 900 log300 |=

(log9)° 2+4log3+2(log3)® (log3+2)°

4 2 1
—| log3* log(32.102) log(3-102)|=

2
(IogBZ) 2+4l0g3+2(log3)” (log3+2)°
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4 2 1
=| 4-log3 2-log3+21og10 log3+2log10

(2-10g3)? 2|1+2log3+(log3)? | (log3+2)?

4 2 1
=| 4-log3  2-(log3+1) log3+2 |=

4-(log3)® 2-(log3+1)° (log3+2)°
1 1 1
=8-| log3 log3+1 log3+2

(log3)® (log3+1)* (log3+2)°
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O determinante anterior € o determinante de uma matriz de Vandermonde, entao

A=8-[(log3+2)—(log3+1) || (log3+2)—log3 || (log3+1)—log3
=8-1.2-1=16.

RESPOSTA: e
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7) (IME 2019) Dadas as funcoes definidas nos reais IR :
fi(x)=e*, f,(x)=senx, f3(x)=cosx, f,(x)=sen2x e f:(x)=e7".

Mostre que existe uma unica solucao aq, a,, as, a4, as, tal que
asf; (X) +a,fy (X) +agfy (x)+a,f, (x)+asfs (x)

seja a funcao constante nula, onde a;,a,,a3,a4,a5 € R.
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RESOLUCAO:

Seja F(x)=a;-e* +a,senx+azcosx+a,ssen2x+ag-e « e sabendo que F(x)=0,
VX, entao temos:

F(0)=a;+ag+ag =0
F(n)=a;-€"—ag+as-e " =0
F(2rn)=a;-e“™ +ag+ag-e “" =0

Esse € um sistema homogéneo e o determinante da sua matriz incompleta é

e’ -1 e :(—1—e“)-(e‘“—e“)-(e‘“+1)¢0

2" (~1)° "

Note que o determinante acima é o determinante de uma matriz de Vandermonde.
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O determinante da matriz incompleta € ndo nulo, entdo o sistema é possivel e
determinado.

Mas, como o sistema € homogéneo, entdo a Unica solucdo é a solucdo trivial, o que
Implica a; =a3 =ag =0.

Assim, teremos de F(x) =a,senx +a,sen2x, e podemos fazer

F(gj:az -seng+a4-senn:a2 =0

TU TU
FIl — |=a4-sen—=a,=0
(4) T

Logo, a Unica solugéo é a; =a, =az =a, =ag =0.
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8) (ITA 2003) Sejam A e P matrizes nxn inversiveise B = P~AP. Das afirmacoes:

. B' é inversivel e (BT) 1 =(B‘1)T.

I1. Se A é simétrica, entdo B tambéem o é.
1. det(A—Al)=det(B—Al), VA eRR.

e (séo) verdadeira(s):

a) todas

b) apenas I.

c) apenas | e II.

d) apenas | e III.

e) apenas Il e IlI.
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RESOLUCAO:

Se A e P sao inversiveis, entdo det A =0 e detP = 0.

(*) teorema de Binet  (**) det(P1) = 1

detP
|. VERDADEIRA

*) (=)
B=P AP = detB =det(P2AP) = det(P~1).det A - detP =

:L-detA-detP:detA;ﬁO
detP

— det(BT) —detB=0=B' & inversivel.
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Observe que B! existe, pois det B =0, o que implica que B ¢ inversivel.

Note também que usamos (AB)T =B'AT e que, se AB=1, entdo B= AL
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1. FALSA

A é simétrica < AT = A

: . : , 1 1 .. ,
Contraexemplo: Sejam a matriz simetrica e inversivel A = L ; e a matriz inversivel

2 0 1 O 2 0
P= , entao P_lzl- = Y :
0 1 210 2 0 1

2 0|1 1(|2 O 2 02 1 1 1/2
—ptap=|Y - - _|Y - (Y

0 1||1 2|0 1 0 1](2 2 2 2
gue nao é simétrica.

/7

: a b|,. , . .
Note que, se a matriz M ={ d} é inversivel (detM =0), entdo a sua matriz inversa
C

d -
e dada por M= - : :
detM|-b a
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l1l. VERDADEIRA

B=PlAP = B-Al=P1AP-Al =P IAP-PT(aP)=P1(A-AI)P

. (*) : (%)
— det(B—21) =det| PL(A=21)P | = det(P~1).det (A —l)-detP =

_ 1 det(A—Al)-detP = det(A—Al)

detP

RESPOSTA: d
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9) (IME 2012) Calcule as raizes de f(x) em funcdo de a, b e c, sendo a,b,c e xeR

X a b c
a X ¢ b
(real) e f(x) = .
b ¢ X a
C b a Xx
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RESOLUCAO:

X a b ¢ [x+a+b+c a b c 1 a b

a X ¢ bl®Wx+a+b+c x c bl 1 X ¢
f(x) = —|prrareT Z(x+a+b+c):

b ¢ X a| |[X+a+b+c ¢ x a 1 ¢ X

c b a x/ [|[x+a+b+c b a x 1 b a

(1) Adicionou-se a primeira coluna a segunda, a terceira e a quarta colunas;
(2) Colocou-se (x +a+b+c) em evidéncia na primeira coluna;
(3) Aplicou-se a regra de Chio no elemento aq4;
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®© X O
|
o T O

=(x+a+b+c)-

o O X
|
D D

Sl
—¢c|l=(x+a+b+c):
—C

X 9 T

(4) Adicionou-se a primeira coluna a terceira coluna;
(5) Colocou-se (x —a+b—c) em evidéncia na primeira coluna;

—(x+a+b+c)-(x—a+b-c)-

~Cles)
—C| =
—C

o T T
X Q9 T

1 c-
0 xX-
1 a-

(6) Aplicou-se a regra de Chio no elemento aq4;
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X—a+b-c
0
X—a+b-c

©®» X O

|
o T T

X Q© T

|
O O O

(5)



X—b a-c
a—-Cc X-—Db

(7)

—(x+a+b+c)-(x—a+b-c):

(7) Adicionou-se a segunda coluna a primeira coluna;

X+a—-b—-c a-c
X+a—-b—-c X-Db

(8)

—(Xx+a+b+c)-(x—a+b-c)-

(8) Colocou-se (x+a—b—c) em evidéncia na primeira coluna; e

1 a-c
1 x-Db

(9)

=(X+a+b+C)(X—a+b—Cy(X+a_b_C)‘

(9) Calculou-se o determinante da matriz 2x2.
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=(x+a+b+c)-(x—a+b-c)-(x+a-b-c)-(x—a—b+c)
f(x)=0=(x+a+b+c)(x—-a+b-c)(x+a-b-c)(x—a—b+c)=0

<S={-a-b-c,a-b+c,—a+b+c,a+b-c}

30/35



D O T

a
10) (IME 2014) Sejaamatriz A=| b
C

=
a |, em gue abc =1. Sabe-se que Al A=,
b

em que A" é a matriz transposta de A e | é a matriz identidade de 3% ordem. O produto

dos possiveis valores de as+b3+c3é
a) 2

b) 4

C) 6

d) 8

e) 10
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RESOLUCAO:
12 solucao:

_AT

O O T

I
A=|Db
C

o 292 O

2

a’+b%+c® ab+bc+ac ac+ab+bc| T 7

S ATA=A%=|ab+bc+ca a?+b%+c? ab+bc+ac |=

| ac+ab+bc bc+ac+ab a’+b?+c’| L |

o O =
O — O
R O O
Il
e

—al+b%+c?2=1 A ab+ac+bc=0

a2+b?2+c2 =1 (a+b+c)’—2(ab+ac+bc)=1<>(a+b+c)’ =l<sa+b+c=+1
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Lembrando a identidade de Gauss, temos:
a3+b3+c3—3abc:(a+b+c)(a2+b2+02—ab—ac—bc)
—at+b®+c®=1.(1-0)+3-1=4 v a°+b3+c®=(-1)-(1-0)+3-1=2

Portanto, o produto dos possiveis valores de a+b>+c364.2=8.
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22 solucao:

AT .A=1=det(ATA) = detT < det(AT) - det(A) =1

< det(A)-det(A)=1<det(A)=+1

det(A) =

O O QD
QO O T

C
a :Babc—(a3+b3+c3):i1<:> al+b%+c®=3+1
b

Portanto, a°+b>+c®=4 ou a®+b°+c®=2 e o produto dos possiveis valores de
a+b>+c364.2=8.

RESPOSTA: d
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