MR DE AR TEHTH |

Resolucdes elaboradas pelo Prof. Renato Madeira
QUEST@ES DE MATRIZES, DETERMINANTES E SISTEMAS LINEARES DO
INSTITUTO MILITAR DE ENGENHARIA (IME) DE 2010 A 2020
ENUNCIADOS

1) (IME 2010) Considere o determinante de uma matriz de ordem n definido por:

11 11 .. 11
13 00.. 0O
0-130.. 00O
Ap=0 0-13 .. 0O
0 00O 30
0000 -1 3
Sabendo que A =1, ovalor de A é
a) 59049 b) 48725 C) 29524 d) 9841 e) 364

2) (IME 2010) Considere o sistema abaixo, onde X1, X2, X3 € Z pertencem ao conjunto dos
nameros complexos.

(I1+1)xq —1xp +ix3 =0
2iXg —Xp—X3=2
(21—-2)x1 +ixp —ix3 =0
O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um namero real positivo é:
a) 0° b) 45° c) 90° d) 135° e) 180°
Obs.: i=~/~1
y? +2° Xy Xz

3) (IME 2010) Demonstre que a matriz Xy x2 +2° yz ¢, onde Xx,y,zeN,
Xz yz X2 +y2

pode ser escrita como o quadrado de uma matriz simétrica, com traco igual a zero, cujos
elementos pertencem ao conjunto dos numeros naturais.
Obs.: Trago de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal principal.

4) (IME 2011) (IME 2011) Sejam Xi,...,X, 0S N primeiros termos de uma progressao

aritmética. O primeiro termo e a raz8o desta progressdo s&o 0s nimeros reais X; e r,
respectivamente. O determinante

X1 X X X1
X1 X X, X,
X1 Xy X3 X3
Xl X2 X3 M Xn
é
a) xJ -r" b) X -r c) xp-r"t d) x,-r" e) x,-r"*
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5) (IME 2011) Considere o sistema de equagdes lineares representado abaixo:

1 3021 0)\(a 13
0 20 3 00O0]]|b 11
1 50000]]|c 7
31200 0|[ld
4 0 0 0 0 0]|e 8
2 001 0 2)\f 13
Os valores de a e d séo, respectivamente:
a)le?2 b)2e3 c)3e2 d)2e?2 e)3el

6) (IME 2011) Mostre que o determinante abaixo apresenta valor menor ou igual a 16
para todos valores de a, b e ¢, pertencentes ao conjunto dos nimeros reais, que satisfazem

a equagéo a’+b%+c?=4.
a+b b+c c+a
c+a a+b b+c
b+c c+a a+b

7) (IME 2012) S&o dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3. Sabe-
se que o determinante de C vale (4—x), onde x ¢ um nimero real, o determinante da
t
matriz inversa de B vale —% e que (cal) = P~'BP, onde P é uma matriz inversivel.

0 01
Sabendo que A=|3 x 0|, determine os possiveis valores de x.
1 00

Obs.: (M)' é a matriz transposta de M.
a)-le3 b)le -3 c)2e3 dle3 e) 2e-3

8) (IME 2012) Calcule as raizes de f(x) em funcdo de a, b e ¢, sendo a,b,c e xeR

Xx a b c

a x c b
(real) e f(x)= .

b ¢ x a

c b a x

i ) . |lax+by=c _
9) (IME 2013) Considere o sistema de equacoes , coma, b, c,d, peqreais,
px+qy=d
abcd =0, a+b=m e d=nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valor de p+q é
am b)m C) m? —n? d) mn e) m+n
n
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1 2 3

10) (IME 2013) Seja A o determinante da matriz | X x> x3|. O ntmero de possiveis
x x 1

valores de x reais que anulam A é

a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

2 1
11) (IME 2013) Considere a matriz A:{O 2}. Seja a matriz B= %A", comken
k=1

nameros inteiros. Determine a soma, em fungdo de n, dos quatro elementos da matriz B.

5 11
12) (IME 2013) Sédo dadas duas matrizes A e B tais que AB:[11 25}

x 14
B.A:{14 y] com x e y reais e X >y. Determine:

a) o(s) valor(es) de x e y;

b) as matrizes A e B que satisfazem as equacGes apresentadas.
a b c

13) (IME 2014) Sejaa matriz A=|b ¢ a|, em que abc=1. Sabe-se que AT -A=1,

c a b

em que AT é a matriz transposta de A e | é a matriz identidade de 3* ordem. O produto

dos possiveis valores de a° + bi+cé
a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) 10

14) (IME 2014) Calcule o determinante abaixo, no qual o= cisz—:;E ei=v-L

—
il

e e = 8
T.
|
[N

15) (IME 2015) Dada a matriz A, a soma do médulo dos valores de x que tornam o
determinante da matriz A nulo é:

1 2x 0 0
2

-1 1 x-2
a)7 b) 8 c)9 d) 10 e) 11

16) (IME 2015) Sejam S=a+b+c e P=a-b-c. Calcule o determinante abaixo
unicamente em funcdo de S e P.
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a2 +(b+c)? 2b? (a+b)?+c?
232 (a+c)’>+b? (a+h)?+c?
a2 b2 (a+b)?

a b
17) (IME 2016) Seja Az{ b a}’ com a,beR. O maior valor de a, com a =1, que

satisfaz A% =1 é: (Observacéo: | € a matriz identidade 2x2)

) 5 m% @? m@@{)ﬁ%@m

18) (IME 2016) Define-se A como a matriz 2016x 2016, cujos elementos satisfazem a
igualdade:

i+j-2 .
ai,j:[ -1 j para i,je{1,2,...,2016}.

Calcule o determinante de A.

1 a -2
19) (IME 2017) Seja A=ja-2 1 1 com aeR. Sabe-se que
2 -3 1

det(A2 -2A+ I) =16. A soma dos valores de a que satisfazem essa condig&o é:
a)0 b) 1 c) 2 d) 3 e) 4

20) (IME 2017) Seja M uma matriz real 2x 2. Defina uma funcéo f na qual cada elemento

a b
da matriz se desloca para a posicao seguinte no sentido horario, ou seja, se M = [C dj’
. . c a . S .
implica que f(M) :[d b]' Encontre todas as matrizes simétricas 2x2 reais na qual

M? =f(M).

21) (IME 2017) Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado
e impossivel de acordo com os valores reais de m.

(M-2)x+2y-z=m+1
2x+my+22:m2+2

2mx+2(m+1D)y+(m+1)z=m3+3

22) (IME 2018) Sejam X1, Xp, X3 € X4 0s quatro primeiros termos de uma P.A. com
X X1 X X
x . X1 .
Xy =X erazdor, com X,r eR. O determinante de é:
X1 Xz X3 X3
X1 Xo X3 Xy
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a)0 b) x*.r C) x*.rd d)x-r4 e)x-r3

23) (IME 2018) Seja o seguinte sistema de equacdes, em que s € um numero real:
X1 +Xy—SX3=0
—2X1+ Xy +X3=1

SXl - 2X2 =0
Escolha uma faixa de valores de s em que as solucGes do sistema séo todas negativas.
a) s<-2 b) 2<s<0 c) O<s<l1 d) 1<s<2 e) s>2

2
k para que exista uma matriz de nimeros reais P tal que as condi¢cdes abaixo sejam
atendidas simultaneamente:

a) ATP+PA =1 emque AT éatransposta da matriz A e | é a matriz identidade;

b) P seja simétrica;

C) py1 >0, emque py; € o elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e

k
24) (IME 2018) Seja a matriz A = L } com K real. Determine a faixa de valores de

d) [PI>0, em que IP| é o determinante da matriz P.

25) (IME 2019) Calcule o valor do determinante:

4 2 1
log81 log 900 log 300
(log9)* 2+4log3+2(log3)’ (log3+2)’
a) 1 b) 2 c) 4 d)8 e) 16

26) (IME 2019) Dadas as funcdes definidas nos reais R:

fi(x)=¢%, f,(x)=senx, f3(x)=cosx, f,(x)=sen2x e f5(x)=e7%.

Mostre que existe uma Unica solucéo a;, a,, as, a4, as, tal que

agfy (x) +a,f, (x) +asfa (x)+a,f, (x)+asfs (x) seja a funcdo constante nula, onde
a1,a5,a3,d4,a5 € R.

27) (IME 2020) Uma matriz A é semelhante a uma matriz B se, e somente se, existe uma
matriz P tal que A=P- B-pL
a) Se A e B forem semelhantes, mostre que det(A) =det(B).

4 2 8 -2
b) Dadas C = (3 SJ eD= (3 ! ] Verifique se essas matrizes sdo semelhantes.
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RESPOSTASE CLASSIFICACAO DAS QUESTOES

1) ¢ (Calculo de determinantes e recorréncia)

2) e (Resolucéo de sistemas lineares)

3) disc. (Multiplicacao de matrizes e matriz simetrica)

4) e (Calculo de determinantes, regra de Chio e recorréncia)

5) b (Resolucdo de sistemas lineares)

6) disc. (Calculo de determinantes e desigualdade)

7) d (Matrizes semelhantes, propriedades dos determinantes e teorema de Binet)
8) disc. (Calculo de determinantes)

9) d (Discusséo de sistemas de 2 equacdes e 2 variaveis)

10) ¢ (Calculo de determinantes de ordem 3)

11) disc. (Multiplicacdo de matrizes)

12) disc. (Multiplicagdo de matrizes e teorema de Binet)

13) d (Multiplicacdo de matrizes, matriz inversa e teorema de Binet)

14) disc. (Célculo de determinantes e teorema de Jacobi)

15) a (Célculo de determinantes e regra de Chio)

16) disc. (Calculo de determinantes e teorema de Jacobi)

17) e (Multiplicagdo de matrizes e teorema de Binet)

18) disc. (Propriedades dos determinantes e determinante da matriz triangular)
19) d (Multiplicagdo de matrizes e teorema de Binet)

20) disc. (Multiplicacdo de matrizes e matriz simétrica)

21) disc. (Discusséo de sistemas lineares)

22) e (Calculo de determinantes e teorema de Jacobi)

23) d (Discusséo de sistemas lineares)

24) disc. (Multiplicacdo de matrizes, matriz simétrica e discussao de sistemas lineares)
25) e (Determinantes da matriz de Vandermonde)

26) disc. (Sistema homogéneo)

27) disc. (Matrizes semelhantes, teorema de Binet e resolugéo de sistemas lineares)
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ENUNCIADOS E RESOLUCC)ES

1) (IME 2010) Considere o determinante de uma matriz de ordem n definido por:

11 11.. 11
1 3 00 00
0-130 0 0
Ap=10 0 -1 3 0 0
0 00O 30
000©O0. -13
Sabendo que A; =1, o valor de A é
a) 59049 b) 48725 c) 29524 d) 9841 e) 364

RESOLUCAO: ¢
Aplicando Laplace na 12 coluna obtemos

3 0 O 0 1 1 1 1
-1 3 0 0 -1 3 0 0
0O -1 3 0 0 -1 3 0
An =1. (=) + (1) . (~D+?
n D 0 0 -1 0 DD 0 0 -1 0
O 0 0 -1 3 o o o - 3
ordem n-1 ordem n-1

Assim, A, =3"1+A, 4.

10 10 10 3(3% -1
n-1
Logo, > Ap= 2 + 2 Ay ©Ap= +A; < Ajg=29524
n:2 n:2 n:2 3_1

2) (IME 2010) Considere o sistema abaixo, onde X1, X2, X3 € Z pertencem ao conjunto dos
nameros complexos.

(I+1)xq —ixp +ix3 =0
2iXg —Xp —X3=2
(21-2)x1 +ixp —ix3 =0
O argumento de Z, em graus, para que X3 seja um namero real positivo é:
a) 0° b) 45° c) 90° d) 135° e) 180°

Obs.: i=\/—_1
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RESOLUCAO: e

1+i -1 0
(1+i)X1—iX2+iX3:O _2I _1 £ .
2iX; =Xy =Xz =2 =>X3= 2-2 1 0 _z(i+3) —EeR*

1t e 71141 4 0| —2(G+3) —2 F

(21— 2) X1 +ixp —ix3 =0 s 1

2i-2 1 i
=ZeR- =arg(2)=180°

y2+z2%2  xy Xz

3) (IME 2010) Demonstre que a matriz Xy x? +2° yz ¢+, onde Xx,y,zeN,
Xz yz X2 +y2

pode ser escrita como o quadrado de uma matriz simétrica, com traco igual a zero, cujos
elementos pertencem ao conjunto dos numeros naturais.
Obs.: Trago de uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal principal.

RESOLUCAO:
a r s
Seja a matriz M simétrica M=|r b t|, na qual abcrsteN e
s t ¢
a+b+c=0=a=b=c=0.
r? +s2 st rt y2 +22 Xy Xz
—M? = st r2 412 rs = Xy x% +7° yz
rt rs 52 +t2 XZ yz x2+y2

Observando a Gltima igualdade, notamos que podemos tomar r=2z, s=y e t=Xx.

0 z vy
Portanto, a matriz M=|z 0 x| satisfaz as condi¢des do enunciado e temos
y x 0
y? +2° Xy Xz
M? = Xy x% +2° yz |
Xz yz X2 +y?
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4) (IME 2011) (IME 2011) Sejam Xi,...,X, 0S N primeiros termos de uma progressao

aritmeética. O primeiro termo e a raz&do desta progressdo S&o 0s nimeros reais X; e r,
respectivamente. O determinante

X; Xg Xg o X
X; Xo Xy ot Xy
Xp Xz X3 X3
X; X, Xg X
é
a) x;-r" b) X[ -r c) x§ -r"t d) x,-r" e) x.-r"*
RESOLUCAO: e
X1 Xp Xp o Xq 1 X X - X
X1 Xp Xo o Xg 1 X, X -+ Xy
X1 Xp Xg o Xg|=Xi-L Xp Xz -+ X3
X1 Xp Xz - Xp 1 Xy, X3 -+ Xp
Aplicando Chio em relacdo ao elemento da 12 linha e 12 coluna, temos:

Xo—=X1 Xp—=X; Xop—=X; -+ Xop—Xq rr r .- r
Xo—=X1 Xg—X; Xz—X; -+ Xz—X; r2r 2r .- 2r
=X1Xog =Xy Xgz—X; Xg—Xg - Xg—Xq|=Xy|r 2r 3r .- I |=
Xo—=X; Xg=X; Xg=X; - Xp—Xq ro2r 3r - (n=1r
111 - 1
12 2 - 2

=x-r"th 2 3 ... 3

123 . (n-1)

1 1 --- 1
2 2 - 2
1 2 3 3 |, aplicando Chié em relacdo ao elemento da 12 linha e

Seja D4 =

12 3 - (n-)
12 coluna, temos:

111 -+ 1 [fp11- 1
122 - 2
Dpa=fl 2 3 - 3 |=1 2 3 - 3 |=D,,

123 - (1) 23 (n-2)
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Mas, como D; =1, entdo D, =1, Vn.

Portanto, o determinante inicial € X, - L,

5) (IME 2011) Considere o sistema de equagdes lineares representado abaixo:
1 3021 0)\(a 13

0 20 3 00O0]]|b 11
1 50000]]|c
31200 0|[ld
4 0 0 0 0 0]|e
2 001 0 2)\f 13
Os valores de a e d séo, respectivamente:
a)le?2 b)2e3 c)3e2 d)2e?2 e)3el

RESOLUCAO: b
Considerando as equacg0es geradas pelas 22, 32 e 52 linhas, temos:
2b+3d =11

a+5b=7 <a=2b=1ed=3
43 =8

6) (IME 2011) Mostre que o determinante abaixo apresenta valor menor ou igual a 16
para todos valores de a, b e ¢, pertencentes ao conjunto dos nimeros reais, que satisfazem

a equacéo a’+b%+c?=4.
a+b b+c c+a
c+a a+b b+c
b+c c+a a+b

RESOLUCAO:
Lema: ldentidade de Gauss

a3+b3+c3—3abc=(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—ac—ab)
=(a+b+c)-%[(a—b)2+(a—c)2+(b—c)2]

Demonstracéo:
a3 +b3 +¢3 —3abc=a° +3a%b+3ab2 + b3 + ¢ —3a%b—3ab? —3abc =

:(a+b)3+c3—3ab(a+b+c)=(a+b+c)[(a+b)2—(a+b)c+c2}—3ab(a+b+c)=
—(a+b+c)(a?+2ab+b2—ac—bc+c2—3ab)=(a+b+c)(a2+b2+c2—ab—ac—ab) =
=(a+b+c)-%[(a—b)2+(a—c)2 +(b—c)2}

Seja D o determinante. Vamos aplicar a identidade de Gauss com as adaptacoes
necessarias.
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D=(a+b)’+(b+c)’+(a+c)’—3(a+b)(b+c)(a+c)
2(a+bc)| (a+b) +(a+c) +(b+c) ~(a+b)(b+c)~(a+c)(a+b)~(b+c)(a+c)|

=2(a+b+c)(a2 +b? +c2—ab—bc—ac)

Seja x=a+b+c.
2 a2 4 p? +c2+2(ab+bc+ac).

2

Note que (a+b+c)

Logo, x? =4+2(ab+bc+ac) < ab+bc+ac= X

2
Dai, D2x{4—[x 2_4]}12x—x3 «16-D=x° —12x+16:(x—2)2(x+4).

Basta, agora, mostrar que x+4>0. Por Cauchy-Schwarz:

I(a,b,0)-(LLD| < Va? +b? +¢? B> —2B<a+b+c <243,

Logo, x2—2\/§<:>x+424—2\/§>0, 0 que implica D <16.

7) (IME 2012) S&o dadas as matrizes quadradas inversiveis A, B e C, de ordem 3. Sabe-
se que o determinante de C vale (4—x), onde x ¢ um nimero real, o determinante da

. 1 to ) . ]
matriz inversa de B vale 3 e que (cal) =p !BP, onde P é uma matriz inversivel.

0 01
Sabendo que A= 3 x 0|, determine os possiveis valores de x.
100
Obs.: (M)" é a matriz transposta de M.
a)-le3 b)le -3 c)2e3 dle3 e) 2e-3
RESOLUCAO: d
detC=4-x
1 1 1
det(B1)=——=—-Z < detB=-3
detB 3
t t
(cA!) =P 'BP = det(CA!) =det(P'BP) < det(CA!) =detP!-det B-det P
© detC-det Al =1 et B-detP <> det C-det A= det B> det A= S B - =3
detP detC 4-x
0 0 1
detA=|3 x O :i@—x=ic>x2—4x+3=0<:>x=1 v X=3
10 0 X—4 X—4
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8) (IME 2012) Calcule as raizes de f(x) em funcdo de a, b e ¢, sendo a,b,c e xeR

X a b ¢
a c b
(real) e f(x)= .
b ¢ x a
c b a x
RESOLUCAO:
X a b c¢| [x+a+b+c a b c 1 a b c
a c b|Wx+a+b+c c b|®@ 1 c b|®
f(x)= X _perarhre X =(x+a+b+c)- X =
b ¢ x al |x+a+b+c ¢ X 1 ¢ X a
c b a x| |x+a+b+c b a x 1 b a Xx
Xx—a c-b b—c(4) X—a+b-c c-b b—c(S)
=(x+a+b+c)-lc—a x-b a-c|=(x+a+b+c)- 0 Xx—b a-c|l=
b-a a-b x-c X—a+b-c a-b x-c
1 ¢c-b b-c
(6) b a-cl®
=(x+a+b+c)-(x—a+b-c)-|0 x-b a-c|=(x+a+b+c)-(x—a+b- c) e o=
— X_
1 a-b x-c
X+a—-b-c a-c|®
=(x+a+b+c)-(x—a+b-c)- - -
X+a-b-c x-b
1 a-c|®
:(x+a+b+c)-(x—a+b—c)-(x+a—b—c)-1 < bl

=(x+a+b+c)-(x—a+b-c)-(x+a-b-c)-(x—a—b+c)

(1) Adicionou-se a primeira coluna a segunda, a terceira e a quarta colunas;
(2) Colocou-se (x+a+b+c) em evidéncia na primeira coluna;

(3) Aplicou-se a regra de Chid no elemento ay; ;

(4) Adicionou-se a primeira coluna a terceira coluna;

(5) Colocou-se (x—a+b—c) em evidéncia na primeira coluna;

(6) Aplicou-se a regra de Chid no elemento ay; ;

(7) Adicionou-se a segunda coluna a primeira coluna;

(8) Colocou-se (x+a—b—c) em evidéncia na primeira coluna; e

(9) Calculou-se o determinante da matriz 2x 2.

f(x)=0=(x+a+b+c)(x—a+b-c)(x+a—b-c)(x—a—b+c)=0
<S={-a-b-c,a-b+c,—a+b+c,a+b-c}
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ax+hy=c

9) (IME 2013) Considere o sistema de equacoes { coma, b, c, d, peqreais,

px+qy=d’
abcd =0, a+b=m e d=nc. Sabe-se que o sistema é indeterminado. O valor de p+q €

2

a)m by M ¢) m2—n d) mn &) m+n
n

RESOLUCAO: d
ax+by=c
y seja indeterminado, devemos ter a_ b = E.
px+qy=d p g d
Vamos aplicar as propriedades de razdes e proporgdes e substituir a+b=m e d=nc na
expressao resultante.

a b ¢ cC a+b C m

Para que o sistema {

p g d d p+tg nc p+q
1 2 3

10) (IME 2013) Seja A o determinante da matriz | x x2 x°|. O nGimero de possiveis
x x 1

valores de x reais que anulam A é

a)0 b) 1 c) 2 d)3 e) 4

RESOLUCAO: ¢

1 2 3 1 2 3
A=det|x x® x3|=x|1 x x° :x'(x+2x3+3x—3x2—2—x3)

x x 1 x x 1
:x-(x3—3x2+4x—2)=x-(x3—x2—2x2+2x+2x—2)
=x[x2(x-D-2x(x -1 +2(x-1) ] =x-(x=1)-(x? —2x+2) =0
&x=0v x=1
Note que a equacao x% —2x+2=0 tem discriminante negativo e, portanto, ndo possui
raizes reais.

Assim, ha 2 possiveis valores que anulam A.
Cabe ressaltar que a fatoracéo acima foi direcionada pela verificagdo prévia de que x =1

é raiz de x> —3x? +4x—2=0. Essa fatoracdo também poderia ter sido feita por meio do
algoritmo de Ruffini- Horner.
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2 1
11) (IME 2013) Considere a matriz A={0 2}. Seja a matriz B= %A", comken
k=1
nameros inteiros. Determine a soma, em funcdo de n, dos quatro elementos da matriz B.

RESOLUCAO:
12 SOLUGAO:

2 1 1 1/2
A= =2 Y
0 2 0 1
Vamos estudar as poténcias da matriz A.
1 1/2] [1 12 11
A?=2 Y 2 Y2)_ 2°
0 1] [0 1 01
11 1 1/2 1 3/2
A3 — 22 . 2 ]7/ — 23 /
01 0 1 0 1
1 3/2 1 1/2 1 2
A4 — 23 / . 2 ]/ — 24
0 1 0 1 01
1 k/Z}

0 1
VVamos provar isso utilizando o Principio da Indugdo Finita (P.1.F.).

o o[ ¥ e
1°) Para k=1: A= =2 (verdadeiro)

Isso sugere que A =2 {

0 2 0 1
1

2°) Hipétese de indugdo: Supondo A¥ = 2¥ -{0

k/2 .
1] para keZ,.

3°) Prova da veracidade para k+1:

1 1/2 1 k/2
A=A Ak =2. Y 2k. /2] g |1 (k+1)/2 (verdadeiro)
0 1 0 1 0 1

1

Portanto, pelo Principio da Inducéo Finita, Ak =2k -[0

k/2 .
1l paratodo ke Z,.

0 A
k=1

izk izk—l.k
: nok_ 0ok [1K/2 k=1 k=1
Assim, B=Y A" =3 2°. = .
k=1 k=1 0 1

%2" ¢ a soma de uma progressdo geometrica de n termos e razdo 2, entdo
k=1
% zk — 2(2” _l) :2n+1_2

k=1 2-1

% 2%k = S,, € soma de uma progresséo aritmético-geométrica (PAG). Assim, temos:
k=1

S, =2°-1+2'-2+2%.3+...42" .
2-S, =2"-1+2%.2+2° . 3+--+2" . (n=1)+2"n

madematica.blogspot.com
Pagina 14 de 33



MADE MADM TG CA |
‘Resolugées elaboradas pelo Prof. Renato Madeira‘

n-1
22 )
2-1

=(2-1)-S5,=-201-2'-22— . 2" 42".n =—1—(

=S, =2"(n-1+1
2" 2 2".(n-D+1| . .
Logo, B= o cuja soma dos quatro elementos é igual a
0 2" -2

0+2-(2"-2)+(2".(n-1D+1)=(n+3)-2" —3.

22 SOLUCAO:

n . - - , .
B= 3 A¥ éasoma de uma progressdo geométrica, onde o primeiro termo é a matriz A
k=1

earazdo é amatriz A . Paraencontrar B, vamos utilizar um procedimento analogo aquele
usado para obter a férmula da soma dos termos de uma P.G.. Assim, temos:

By AR A+AZ 4 A3+ 4+ A
k=1

AB=AZ+A%+  +A"+AM
—AB-B=A""_Ao(A-DB=A""-A=B=(A-D"(A"-A)

A:F 1}:A—I:{l 1}:(A—I)_1=}-{1 _1}{1 _}
0 2 0 1 110 1| |0 1

1 (n +1)/2}

Como provamos na solucéo anterior: A" =2"*" '{O )

Portanto,

a_[t L][|2" 2"+ [2 1)) 1 1) 2" -2 20 (n+D)-1)
_{O 1] 0 2n+1 _{0 2:| _|:0 1] 0 2n+1_2 B
_{2“*1—2 2“-(n—1)+1}

0 2n+l _ 2
E a soma dos elementos é a mesma obtida na solucdo anterior.

5 11
12) (IME 2013) S&o dadas duas matrizes A e B tais que A-Bz[11 25} e

14

a) o(s) valor(es) de x e y;
b) as matrizes A e B que satisfazem as equacOes apresentadas.

X
B-Az{ y] com x e yreaise x >Yy. Determine:

RESOLUCAO:

a)

Como A-B e B-A possuem a mesma ordem, entdo A e B sdo matrizes quadradas e
podemos aplicar o teorema de Binet para o determinante do produto de matrizes, o que
implica det(A-B) =det(B-A).

Assim, temos: det(A-B)=det(B-A) «<>125-121= xy-196 <> xy = 200.
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b € B=(by), . entdo tr(B-A)=byay; +byay +bya, +byay, e
tr(A-B) =a,,b;; +a;,b,, +a,b;, +a,,0,,, 0 que implica tr(A-B)=tr(B-A).
Assim, temos: Xx+y=5+25< x+y=30.

Sejam A= (ay)

Resolvendo o sistema { > . %0 temos (x,y)=(20,10), ja que
1 X, = f f X>V.
Xy = 200 y jag y
Portanto, x =20 e y =10.
b)

: a b 4, 1 ]d -b
Seja A= e AT =—— .
c d detA|—Cc a

Como o produto de matrizes é associativo, temos: (A-B)-A=A-(B-A).
Assim, podemos escrever:

5 11fla b a bll20 14
<A.B>.A:A.<B.A>@[ }[ H H }
11 25(c d c df/14 10

- 5a+1lc  5b+11d | |20a+14b 14a+10b
11a+25c 11b+25d| |20c+14d 14c+10d

5a+11c=20a+14b 15a+14b-11c=0 15 14

5b+11d=14a+10b  |l4a+5b-11d=0 |~ 72*1°

= = =
11a+25c=20c+14d 1la+5c-14d=0 d_14 5

_—a_|__
11b +25d =14¢ +10d 11b-14c+15d =0 11 11
a b
=A=|15 14, 14 5
—a+—b —a+—Db
11 11 11 11
2 2 2
- - ++/
det A - 142" 1080 ~14D ¢o@7(3j 52 740082502
11 14
Ea+£ -b
1 11 11 11
:>A - 2 2
14a% —10ab-14b —Ea—ﬂb
11 11
14 5
—a+—b -b
5 11
B=A_1'(A'B): - 11 ) 11 11 —
14a% —10ab-14b —Ea—ﬂb 11 25
11 11
_ 1 35a—48b 77a-110b
 7a?—5ab—7b?|23a-350 55a-77b
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a b c
13) (IME 2014) Sejaamatriz A=|b ¢ a|, em que abc=1. Sabe-se que AT -A =1,
c a b

em que AT é a matriz transposta de A e | é a matriz identidade de 3* ordem. O produto
dos possiveis valores de a®+b*+¢® ¢

a) 2 b) 4 c)6 d) 8 e) 10
RESOLUCAO: d
12 solucdo:
a b c
A=|b ¢ al|=AT
c ab

a’?+b*+c® ab+bc+ac ac+ab+bc| [1 0 0
—ATA=A?=|ab+bc+ca a’+b*+c® ab+bc+ac|=[{0 1 0|=I

ac+ab+bc bc+ac+ab a’+b*+c?| [0 0 1
oa?+b?+c®=1 A ab+ac+bc=0

a?+b?+c? =1 (a+b+c)’ —2(ab+ac+bc)=1< (a+b+c)’ =lea+b+c==1
Lembrando a identidade de Gauss, temos:
a®+b®+c®—3abc=(a+b+c)(a®+b%+c? —ab—ac—bc)
=a’+b*+c®=1.(1-0)+3.1=4 v a®+b*+c* =(-1)-(1-0)+3-1=2

Portanto, o produto dos possiveis valores de a®+b3+c® 6 4.2=8.

22 solucdo:

AT-A=1=det(ATA) =det] < det(AT)-det(A) =1<> det (A)-det (A) =1 <> det(A) = +1
a b c

det(A)=|b ¢ al=3abc—(a®+b3+c®)=+1=ad+b3+c3=3+1
c a b

Portanto, a>+b*+c®=4 ou a®+b*+c*=2 e o produto dos possiveis valores de
a®+b®+c’é 4.2=8.

NOTA 1: O enunciado dessa questdo foi corrigido, pois a mesma estava incorreta da
maneira como foi proposta.

NOTA 2: Sobre a identidade de Gauss e o determinante do problema, veja a se¢édo 1.1 do
livro Mathematical Olympiad Treasures do Titu Andreescu e Bogdan Enescu.
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14) (IME 2014) Calcule o determinante abaixo, no qual o= cisz—;E ei=+-1

[
1

e e~ 8
=

RESOLUCAO:
o):cisz—?jE =0 =cis2r=1

Vamos efetuar as transformacdes indicadas no determinante, com base no teorema de
Jacobi:

1 o O i 1 o O i 1 o O i
i1 - 0®Sl0 1 4 effhtello 1 4 o
hoioict 1] T e it 1 T Jooe i1
0 o 1 i 1 o 1 i 00 1 O
Aplicando o teorema de Laplace na 1* coluna, temos:
1 - o 1 - o 1 - 1
A=1(D" o i-1 1|=Yo i-1 o|=Yo i-1 o=0
o 1 o “lo 1 of o 1 o

Note que multiplicamos a terceira coluna do determinante por o e, em contrapartida,

- . 1 . L
multiplicamos o determinante por —. Isso resultou em um determinante com a primeira
(O]

e a terceira coluna iguais, que € nulo.

15) (IME 2015) Dada a matriz A, a soma do modulo dos valores de x que tornam o
determinante da matriz A nulo é:

2x 0 0
2
A:X 1 x-1 2
1 x+4 O 0
X -1 1 x-2
a)7 b) 8 c)9 d) 10 e) 11
RESOLUCAOQ: a
1 2X 0 0
“ 1-2x3 x-1 2
detA=det| X" 1 x-1 210 y.4 0o o

1 x+4 O 0
X -1 1 X—2

x-1

—1-2x2 1 X—2

**

)
= (—x+4)-(-D)**.

:2‘:(x_4).[(x—1)(x—2)—2]¢(x—4)-x(x—3):0
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&x=4 v x=0v x=3

Portanto, a soma dos madulos dos valores de x é |4/ +]0/+|3 =4+0+3=7.

16) (IME 2015) Sejam S=a+b+c e P=a-b-c. Calcule o determinante abaixo
unicamente em fungéo de Se P.

a2+(b+c)2 2b? (a+b)2+c2
23 (a+c)2+b2 (a+b)2+c2
a2 b2 (a+b)?

RESOLUCAO:
VVamos realizar transformagdes no determinante com base no teorema de Jacobi e também
colocando escalares em evidéncia.

aZ +(b+c)? 2b? (a+b)? +c?
2a° (a+c)?+b? (a+b)?+c? I
a2 b? (a+b)?
(b+c)®—a? b%2-(a+c)? 0
=| 2a? (a+c)?+b? (a+b)?+c? e
a’ b? (a+b)?
(a+b+c)(-a+b+c) (a+b+c)(-a+b-c) 0 .
= 0 (a+b+c)(a-b+c) (a+b+c)(-a-b+c)|=
a’ b? (a+b)?
(-a+b+c) (-a+b-c) 0 e L1iL2
=(a+b+c)’| 0 (a-b+c) (-a—b+c)| =
a’ b? (a+b)?
(-a+b+c) 0 (-a—b+c) 3 C3CLCo
—(a+b+c) 0 (a-b+c) (-a-b+c) =
a’ b2 a2 +2ab+b?
(-a+b+c) 0 ~2b|
—(a+b+c)? 0 (a—b+c) -2a| =
a’ b2 2ab
~2(a+b+c)? ( a+Ob+C) (a—g+c) —: I_3<_L=3+b'l_2
a’ b? ab
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(-a+b+c) 0 =D (1)
~2(a+b+c) 0 (a—b+c) -a| =
a2 ab+bc 0

—2(a+b+c)? -[azb(a—b+c)+a-b(a+c)-(—a+b+c)]:
—2ab(a+b+c)? -(a2—ab+ac—a2+ab+ac—ac+bc+cz):

—2ab(a+b+c)? -(ac+bc+c2):2abc(a+b+c)3 - 2ps?

(*) Colocamos (a+b+c) na 12 e na 22 linha.
(**) Colocamos 2 em evidéncia na 32 coluna.
(***) Regra de Sarrus.

a b
17) (IME 2016) Seja A:{ b a}’ com a,beR. O maior valor de a, com a =1, que

satisfaz A%* =1 é: (Observacio: | é a matriz identidade 2x2)

) m% @? m@%{)ﬁ%@m

RESOLUCAO: e
Pelo teorema de Binet, temos:

A% — 1= det(A%%) = det] < (det A)® =1 det A = +1
a b

A:[ }:detA=a2+b2
-b a

Como a%+b? >0, entdo detA=a+b% =1.

Como a e b sdo dois nimeros que satisfazem a®+b% =1, entio podemos dizer que a é 0
cosseno de um angulo e b sera o seno desse mesmo angulo. Assim, podemos escrever:
A a b cosO sen®
- [—b a} - {—sen 6 cos 6}

Essa é uma matriz de rotacdo de um angulo de—6.

o N {cosne sen ne}
Vamos provar por inducao finita que A" = :

—senn® cosnod

cos® sen6

(verdadeira)
—-sen® cosoO

10) Al :{

coskO senko
2°) Hipotese de inducao: Ak :{ }

—senk6 cosk6
3°) Demonstracgao para k+1:
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cos® sen6O || cosk6 senk6
—seno  cos 9}{—5% ko cos ke}
[ cosOcoskf—senBsenkd  cosOsen ko +sen O cos ko
B | —sen6coskO—cosOsenk® —senOsen ko +cos6cos ke}

Ak+1:A'Ak :|:

[ cos[(k+1)6] sen[(k+1)6]
| —sen[(k+16] cos[(k+1)6]

cosnd sennO *
Logo, pelo P.I.F., vale A" = VneN
—sennd@ cosnod

:>A24{C03249 sen249}_{1 0}
- o1

—sen2406 cos246
& 005240 =1< 240 =2Kkn, 0 Z
Considerando apenas as solucdes no 1° e 2° quadrantes, pois aparecem todos os valores
) T nwnoOtn /n 2n 3n 5t 1lln
de cosseno, temos: 6 {0, —,—,—,—,—,—,—,—,—,—,—, T
12 6 4312212 3 4 6 12
Como a=cosO e a=1, o maior valor de a ocorre para 0 menor valor de 0 , ou seja,

n I n J6+2
6=-—, oque implica a,, =C0S— = .
1o O AEIP max 12 4
BlZU:
. | cos® —sen@| . . . . . L.
A matriz € a matriz de rotacdo de um angulo 6 no sentido anti-horario.
sen® coso

18) (IME 2016) Define-se A como a matriz 2016x 2016, cujos elementos satisfazem a
igualdade:
i+j-2 .
aj j = i1 ) para i,je{12,...,2016}.
Calcule o determinante de A.

RESOLUCAO:
Seja D,, o determinante de uma matriz da mesma forma de A, mas com ordem n.
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0 1 2 3 n-1
0 @ 2 3) 7 (n-1
1 2 3 4 n
0 1 2 3 n-1
2 3 4 5 n+1
D,=| \0 1 2 3 n-1
3 4 5 6 n+2
0 1 2 3 (n—lj
n-1 n n+1 n+2 2n-2
G B0 (R
semosresgosesue (177D )0
Considerando a relacédo de Stifel + = = - = ,
p-1 Y p p p-1 Y

subtraindo da coluna n a coluna (n—1), da coluna (n—1) acoluna (n—2), e assim por
diante, até subtrairmos da coluna 2 a coluna 1, temos:

0
0 0 0 0
0
1 1 2 3 -
0 (1] 2 3 n—
2 2 3 4 n
D,=| \0 [1) 2 3 n-1
3 3 4 5 n+1
0 [J 2 3 n-1
n-1 n-1 n n+1 2n-3
S R - (R

Novamente, subtraindo da coluna n a coluna (n—1), da coluna (n—-1) acoluna (n-2),
e assim por diante, até subtrairmos da coluna 3 a coluna 2, temos:
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) |
) |

)

0

0

)
)

n-1
2

|

0

|
|

|

2n-4
n-1

0

0
n-1
n-1

n
n-1

n

Repetindo o mesmo procedimento até subtrairmos apenas da coluna n a coluna (n—1),

temos:

0
0
1
0
2
0
3
0

n-1
0

|

)

n-1
1

)

n-1
2

)

n-1
3

n-1
n-1

|

|

n

O determinante obtido é o determinante de uma matriz triangular inferior, entdo ele é
igual ao produto dos elementos da diagonal principal. Assim,

Dn

(o)

Portanto, para n=2016, det(A)=Dyg5=1.

19) (IME

2017)

Seja

n
n

1 a -2
A=la-2 1 1
2 -3 1

_1]
:1_
-1

com aeR. Sabe-se que

det(A2 —-2A+ I) =16. A soma dos valores de a que satisfazem essa condig&o é:
b) 1

a)0

c) 2

d)3 e) 4
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RESOLUCAO: d
det (A2 —2A+1) =16 < det((A—1)?) =16 <> (det (A—1))? =16 < det (A—1) = +4

0 a -2
A-l=|a-2 0 1 |=det(A-1)=2a+6(a—2)=8a-12
2 -3 0

8a-12=-4<a=1
Logo, a soma dos valoresdeaé 2+1=3.

{8a—12=4<:>a=2
=

BIZU:

(A+B)? =(A+B)(A+B)=A2+ AB+BA + B2
Note que, em geral as matrizes ndo sdo comutativas, ou seja, AB = BA.
No problema é apresentado um caso particular:

(A—D?=A2_AI—IA+12=A2_A_A+1=A2_2A+]

20) (IME 2017) Seja M uma matriz real 2x 2. Defina uma funcéo f na qual cada elemento

a b
da matriz se desloca para a posigéo seguinte no sentido horario, ou seja, se M = [c dj’

c a
implica que f(M) :(d b}' Encontre todas as matrizes simétricas 2x2 reais na qual

M? =f(M).

RESOLUCAO:

a b
Seja M = [b J uma matriz simétrica de ordem 2, entdo temos:
b b] |a?+b? ab+b
Mzz{a ]{a }: a+b° ab+bc
b cjlb ¢ ab+bc b?+c?

b a
f(M)zL b}

M2=f(M)<:{

a’+b%=b (1
a® +b? ab+bc]{b a}:} ab+bc=a (2)
ab+bc b?+c?| [C b b2+c?=b (3)
ab+bc=c (4)

De (2) e (4), conclui-se que: a =c.
a®+b?=b

O sistema entdo reduz-se a:
2ab=a

Vamos analisar a segunda igualdade: 2ab=a<a=00ub= %

Substituindo esses resultados na primeira equacao, temos:
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a=0=b?=b<b=0oub=1

. _ (0 0) (0 1) (Y2 12
Logo, as matrizes que satisfazem as condices sdo ; ; ;
00/ (1 0) (172 12
-2 12
Y2 -12)

BlZU:
Matriz simétrica € aquela em que ajj=aj;, Vi, j, ou seja, elementos simétricos em

relacdo a diagonal principal s&o iguais. Uma matriz simétrica é igual a sua transposta.
Matriz antissimétrica € aquela em que a;; =-a;;, Vi, j, ou seja, elementos simétricos

em relacdo a diagonal principal sdo simétricos. Uma matriz simétrica tem diagonal
principal nula e é igual a menos a sua transposta.

21) (IME 2017) Classifique o sistema abaixo como determinado, possivel indeterminado
e impossivel de acordo com os valores reais de m.

(M-2)x+2y-z=m+1
2x+my+22:m2+2

2mx+2(m+1)y+(m+1)z=m3+3

RESOLUCAO:
Vamos analisar o determinante da matriz incompleta do sistema.
(m-2) 2 -1

2m  2(m+1) (m+1)
—m(m2-m=2)+8m-4(m+D+2m?2—4(m+1)—-4(m2-m-2) =

=m®-3m?+2m=m(m-1)(m-2)
19 Se m=0, m=1e m=2, entdo 8=0, 0 que implica que o sistema é possivel e
determinado.

2°) m=0
—-2x+2y-z=1 Loe LosLl —2x+2y—z:1L3<_L3_L2 —2X+2y-z=1
2X+22=2 ~ 2y+z2=3 ~ 2y+z2=3
2y+2=3 2y+z=3 0=0

Como a terceira equagdo do sistema escalonado é da forma 0=0, entdo o sistema é
possivel e indeterminado.

) m=1
_ _ s 5 _ 7
—X+2y—-2=2 Loe L2421 X+2y—-2=2 |_3<—§.L3—|_2 X+2y—2=2
2X+y+22=3 ~ oy=7 ~ oy=7
L3« L3+2L1
2X+4y+2z2=4 A 8y =38 0=-2
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Como a terceira equacdo do sistema escalonado é da forma 0=-2, entdo o sistema é

impossivel.
49 m=2
2y—-2=3 L1eL2/2 X+y+z=3 X+y+z=3
2X+2y+22=6 ~ 2y—-2=3 ~ 2y—-2=3
Ax+6y+32=11 (515411 |2y—z=-1 7 lo=4
Como a terceira equacdo do sistema escalonado é da forma 0=-4, entdo o sistema é
impossivel.

Portanto, se m=0, m=#1 e m=2, o sistema é possivel e determinado; se m=0, o
sistema € possivel e indeterminado; e se m=1 ou m=2, o sistema & impossivel.

22) (IME 2018) Sejam X;, X5, X3 € X4 0S quatro primeiros termos de uma P.A. com
X X1 X X
« . Xy Xz Xz Xl .
Xy =X erazdor, com X,r € R. O determinante de e:
X1 X9 Xz X3
Xl X2 X3 X4

a)0 b) x*.r C) x*.r3 d)x-r4 e)x-r3

RESOLUCAO: e

A sequéncia Xq, Xp, X3 € X4 € uma P.A. de primeiro termo X; =X e razdo r, entdo
Xog—=X1 =TI, X3—X;=2r € X4 —X; =3I.

Considerando o teorema de Jacobi, vamos subtrair a primeira linha de cada uma das outras
linhas.

X1 Xg X1 X1 [Xg X1 X1 X1 111 1
X1 X X Xp| |0 Xp—=Xg Xp—X x2—x1(i)X.0 S
Xp Xp Xz Xg| [0 Xp—=X; Xg—X; Xz—Xg O r 2r 2r
Xp Xo Xz Xg| [0 Xo=X; Xg—=X; Xg—X; O r 2r 3r
1111 111
S ) T S IERVRIE
0 1 2 2 L3L3-L2 0 01
0123 0 00

(*) Colocamos x =x; em evidéncia na 12 linha.

(**) Colocamos r em evidéncia na 22, 32 e 42 linhas.
(***) O determinante é determinante de uma matriz triangular superior, entdo é o produto
dos elementos da diagonal principal.
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23) (IME 2018) Seja o seguinte sistema de equagdes, em que s € um numero real:

X1+X2—SX3 =0

—2X1+X2 +X3 =1

SX1—2X, =0
Escolha uma faixa de valores de s em que as solucGes do sistema séo todas negativas.
a) s<-2 b) 2<s<0 c) O<s<l1 d) 1<s<2 e) s>2

RESOLUCAO: d
Vamos analisar o determinante da matriz incompleta do sistema.

1 1 -s
§=-2 1 1|=s-4s+s52+2=5%>-3s5+2=(s-1)(s-2)
s -2 0
19 s=1=6=0
X1+ Xy —Xg = X1+ X9 —Xg = X1+ Xy —Xg =
17 7X3=0 o i [aFX2 X870 5 5, At X2 X =0
—2X1+ X9 +Xq=1 ~ 3Xy —Xq =1 ~ 3Xy —Xq =1
1772778 L3«L3-L1 273 273
X1 —2Xy =0 -3Xy +X3=0 0=1
Como a terceira equacao no sistema escalonado é da forma 0=1, entdo o sistema é
impossivel.
2°)s=2=6=0
— = — = 3 —_ =
X1+ X5 2X3 0 L2 124211 X1+ X 2X3 0 L3<—Z-L3+L2 X1+ X5 2X3 0
—2X1+ X9 +Xq =1 ~ 3Xy —3Xq =1 ~ 3Xy —3Xa =1
1772773 L3L3-2L1 2 3 2 3
2X1—2X2 =0 —4X2+4X3 =0 0=1
Como a terceira equacao no sistema escalonado é da forma 0=1, entdo o sistema é

impossivel.
3)s#1l As#2=6#0
Nesse caso, 0 sistema é possivel e determinado, e, pela regra de Cramer, as solugdes sao

dadas por
0 1 -s
1 1 1

Xl:%: (1) i (isz(s_l)z(ss_z)<0<:>s<0v1<s<2
-2 1 1
s -2 0
1 0 -s
-2 1 1

) s 0 O %

XZZEZ: T s :(S_l)(s_2)<0c>1<s<2
-2 1 1
s -2 0
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1 1 0
-2 1 1
x3:8_3: s 2 0 s+2 <0es<-2 v 1<s<?2
§ |1 1 -s| (s-1D(s-2)
-2 1 1
s -2 0

Fazendo a intersegéo dos trés conjuntos, encontramos o0s valores de s que tornam as trés
solugdes do sistema negativas, que sdo 1<s < 2.

k
24) (IME 2018) Seja a matriz A = L 5 } com k real. Determine a faixa de valores de

k para que exista uma matriz de nimeros reais P tal que as condi¢cdes abaixo sejam
atendidas simultaneamente:

a) ATP+PA =1 emque AT éatransposta da matriz A e | é a matriz identidade;
b) P seja simétrica;
) py; >0, emque p;; € 0 elemento da linha 1 e coluna 1 de P; e

d) [PI>0, em que IP| é o determinante da matriz P.

RESOLUCAO: k > -2
Seja P uma matriz 2x2, simétrica com elemento da linha 1 e coluna 1 positivo e

a b
determinante positivo, entdo P pode ser escrita na forma P{b c}' onde a>0 e

IPl=ac—b? >0.
Vamos agora fazer a matriz P satisfazer a expressao a).

T "k 4][a b] [a b]|[k -3
A P+PA= . + =
-3 2||b c| |b c]4 2
[ ka+4b  kb+4c .\ ka+4b -3a+2b
| —3a+2b -3b+2c| |kb+4c -3b+2c

[ 2ka+8b —3a+(k+2)b+4c] [1 0
| —3a+(k+2)b+4c —6b+4c }{o J
A (ltima iguz;Idade é equivalente ao seguinte sistema.
2ka+8b =1
-3a+(k+2)b+4c=0
—6b+4c=1
2k 8 0
A matriz incompleta do sistema nas variaveisa,becé B=| -3 (k+2) 4].
0 -6 4

Se |B|# 0, entdo o sistema é possivel e determinado e a matriz P é Unica.
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2k 8 0
Bl=|-3 (k+2) 4/=8k(k+2)+96+48k =8(k2+8k+12)=8(k+2)(k+6)=0
0 -6 4

<k#-2 A kz-6
Se k =-2, o sistema resultante € impossivel.

—-4a+8b+0c=1 -3a+0b+4c=0 —3a+0b+4c=0|_2(_|_2;4
-3a+0b+4c=0<=<-4a+8b+0c=1 < -4a+8b+0c=1 <
L3«L3-L1 L3«L3+3
0a—-6b+4c=1 Oa—-6b+4c=1 3a—-6b+0c=1
-3a+0b+4c=0 -3a+0b+4c=0
<4q-a+2b+0c=1/4 << <-a+2b+0c=1/4
L3«L3+L2
a—-2b+0c=1/3 0a+0b+0c=7/12
Se k =-6, o0 sistema resultante € impossivel.
—12a+8b+0c=1 3a—-2b+0c=-1/4 3a—-2b+0c=-1/4
L1L1+(-4) L2«L2+L1
-3a—-4b+4c=0 =S -3a-4b+4c=0 S O0a—6b+4c=-1/4
Oa—-6b+4c=1 Oa—-6b+4c=1 Oa—-6b+4c=1

3a-2b+0c=-1/4
< <0a-6b+4c=-1/4
L3¢«L3-L2
0a+0b+0c=5/4
Assim, 0s Unicos casos em que o sistema é compativel sdo k = -2 e k #—6, nos quais 0

sistema é possivel e determinado.
Devemos agora garantir o atendimento as condi¢Bes das alineas c) e d): a>0 e

IPl=ac—b?® >0.
Pela regra de Cramer, as solucgdes do sistema séo

1 8 0
0 (k+2) 4
a- 21k _2 40 =2(k(+k2+)1(i)+6)>o@—16<k<—6 v k>=2 (%
-3 (k+2) 4
0 -6 4
2k 1 0
30 4
- 0 14  12-8& _  -(2k-3)
2k 8 0 8(k+2)(k+6) 2(k+2)(k+6)
-3 (k+2) 4
0 -6 4
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2k 8 1
-3 (k+2) 0
e 0 6 1 k?+2k+21
2k 8 0| 4(k+2)(k+86)
-3 (k+2) 4
0 -6 4
Ploac_b? - (K+16) k2 + 2k + 21 (2k —3)°

. - >
2(k+2)(k+6) 4(k+2)(k+6) 4(k+2)2(k+6)>2
k3 +10k% + 77k +318 (k+6)(k? + 4k +53)
= > 5 >0 5 >
8(k+2) (k+6) 8(k+2) (k+6)
O discriminante de k% +4k+53 é A=42—4.1.53=-196<0, entio essa expressao é
sempre positiva para k real. Assim, temos:
PI—(k+6)(k2+4k+53)

8(k+2)° (k+6)*
Fazendo a intersecdo das condicGes (*) e (**), temos: k > —2.

>0

>0 k>-6 A kz-2 (*%)

25) (IME 2019) Calcule o valor do determinante:

4 2 1
log81 log 900 log 300
(log9)* 2+4log3+2(log3)’ (log3+2)’
a)l b) 2 c) 4 d) 8 e) 16

RESOLUCAO: e
Observe que o determinante parece o determinante de uma matriz de Vandermonde.
Vamos “ajeitar” os logaritmos para evidenciar isso.

4 2 1
A=| log81 log 900 log300 |=
(log9)’ 2+4log3+2(log3)’ (log3+2)°
4 2 1
=| log3* log(3?-102) log(3-102)| =

(Iog32)2 2+4log3+2(log3)* (log3+2)°

4 2 1
=| 4-log3 2-log3+2log10 log3+2logl10| =
(2-log3)? 2[1+2Iog3+(log3)2] (log3+2)?

4 2 1
=| 4-log3  2-(log3+1) log3+2 |=
4-(log3)’ 2-(log3+1)° (log3+2)*
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1 2 1
=8| log3 log3+1 log3+2
(log3)* (log3+1)° (log3+2)*
O determinante anterior € o determinante de uma matriz de Vandermonde, entdo
A=8-[(log3+2)—(log3+1)][ (log3+2)—log3][ (log3+1)—log3]=8-1-2-1=16.

26) (IME 2019) Dadas as funcdes definidas nos reais R:

fi(x)=¢€%, f,(x)=senx, f3(x)=cosx, f,(x)=sen2x e f5(x)=e7%.

Mostre que existe uma Unica solugdo a;, a,, az, a4, as, tal que

asfy (X)+a,f,y (x)+asfs (x)+a,fs (X)+asfs(x) seja a fungdo constante nula, onde
aq,dp,d3,84,85 € R.

RESOLUCAO:

Seja F(x)=a;-€" +a,senx+a3CosX+a,Sen2X +ag - e
VX, entdo temos:

F(0)=a;+az+a5=0

X e sabendo que F(x)=0,

F(n)=a;-e"—ag+a5-e " =0
F(2n)=a;-e°" +ag+ag-e " =0

Esse € um sistema homogéneo e o determinante da sua matriz incompleta é
1 1 1

e™ -1 e :(—1—e“)-(e_“—e“)-(e_”+1)¢0
eZn 1 e—2n

Note que o determinante acima é o determinante de uma matriz de VVandermonde.

O determinante da matriz incompleta é ndo nulo, entdo o sistema é possivel e
determinado.

Mas, como o sistema € homogéneo, entdo a Unica solucéo é a solucao trivial, o que implica
a; =ag=ag=0.

Assim, teremos de F(x) =a, senx-+a,sen2x, e podemos fazer
T T
F(E):az -sen5+a4-senn:a2 =0

T e
FIl —|=a4-sen—-=a,=0
(4) AR

Logo, a unica solugéo € a; =a, =agz =a, =ag =0.

27) (IME 2020) Uma matriz A é semelhante a uma matriz B se, e somente se, existe uma
matriz P tal que A=P- B-pL
a) Se A e B forem semelhantes, mostre que det(A)=det(B).
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4 2 8 -2
b) Dadas C = (3 5) e D :( 1 j Verifique se essas matrizes sdo semelhantes.

3

RESOLUCAO:
a) Se A e B sio semelhantes, entio A=P-B-PL = det(A) = det(p.B.P2)
Pelo teorema de Binet, temos: det(A) = det(P)-det(B)-det (P1)

1y 1 } | 1
det(p )—det(P):det(A)—det(P) det(B)-—— " =det(B) (C.Q.D)

b)
4 2
C:[3 5j:>det(C)=4-5—3-2:14

8 -2
D:(3 ) j:det(C)=8-l—(—2)-3=14

Como det(C)=det(D) =14, as matrizes satisfazem a condicio necessaria para que

sejam semelhantes.
Note, entretanto, que a condicdo anterior ndo é uma condicdo suficiente, entdo temos que

identificar se existe uma matriz P tal que C=P-D- pL
a b
Seja P uma matriz quadrada de ordem 2 da forma P :(c d} tal que C= P.D-PL

Multiplicando a igualdade por P a direita, temos:

C=P-D-Pl<C-P=P.D-P1.P<=C.P=P-D1<C-P=P-D

4 2\a b a b)8 -2 da+2c 4b+2d 8a+3b -2a+b

(3 5j(c djz(c d](3 1]©(3a+5c 3b+5dj:(80+3d —Zc+dj
da+2c=8a+3b 4a+3b-2c=0 a-c—d=0
4b+2d=-2a+b 2a+3b+2d=0 4a+3b-2c=0

“13a+5c=8c+3d  |a—c-d=0  |2a+3b+2d=0
3b+5d=-2c+d 3b+2c+4d=0 3b+2c+4d=0

a—c—d=0 a—c—d=0
L2<L2-411|3h+2c+4d =0 3b+2c+4d=0
L3<—<L:3>—2~L1 3b+2c+4d=0 L3<—<I?3—L2 0=0

3b+2c+4d=0 " lo=0

O sistema tem dois graus de liberdade, entdo vamos adotar os pardmetros a =o e b = 2.
c=a-d=oa-d

2c=-3b-4d=-6p-4d<=c=-3-2d
-P-2d=a-d=d=—a-33

c=a-d=a-(-a-3B)=2a+3p

(a b] [ o 2B j
=P= =
c d 200+3 —a—3P
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Um exemplo de matriz P, para a=p=1, é P= (5 4].

Portanto, as matrizes C e D sdo semelhantes.
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